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  가르치는 일과 배우는 일은 동시에 일어납니다. 이런 까닭으로 

선현들께서는 '교학상장(敎學相長)'이라 일렀습니다. 공부는 널리 

배우고, 신중하게 생각하며, 성실하게 실천해야 제대로 하는 것

입니다. 그렇게 할 때라야 공부가 몸에 배고 마음속에 간직됩니다. 

학교생활을 하면서 학생들은 공부하는 교사들을 통해 단지 지식만 

배우지 않습니다. 지식보다 더 중요한 공부하는 자세를 배웁니다. 

그래서 교사를 '사표(師表)'라 합니다.

  현실에 안주하지 않고 지적 갈증에 목마른 교사가 많은 나라, 제자를 더 잘 가르치기 

위해 자아연찬에 애쓰는 교원이 많은 나라, 그런 나라가 교육선진국입니다. 세계가 

주목하고 있는 핀란드의 교육도 우수한 교원들에 의해 주도되고 있습니다. 우리나라 

교원의 잠재적 자질과 능력 면에서 볼 때 핀란드와 견주어 결코 뒤서지 않습니다. 

우리가 '학교'를 '마주침'의 순간이 아닌, '만남'의 공간으로 만들어 간다면, 우리 

교육은 지금보다 훨씬 더 풍요로워질 것입니다.

  대학 진학 지도의 꼭짓점에 있는 대학별 수리논술고사 공부는 교사와 학생 모두에게 

어렵고 힘든 과제입니다. 그 공부를 즐겁고 행복하게 할 수 있도록 하기 위하여, 늘 

처음처럼 열심히 공부하는 선생님들이 지혜와 열정을 모아 『수리논술 나침반Ⅲ』을 

만들었습니다. 2011학년도 대학별 수리논술고사의 출제경향을 분석하여 깊이 있고 

풍부한 설명을 덧붙인 장학자료입니다. 그 노고와 정성의 깊이를 한눈에 확인할 수 

있어 반갑고 고맙습니다.

  본 장학자료는 학생들을 잘 가르치기 위해 노력하는 교사들과 언제나 학생들을 

잘 가르치겠다고 다짐하는 교사들에게는 많은 도움이 될 것입니다. 가르치는 재미와 

공부하는 재미를 더하는 데 긴요하게 활용하기를 바랍니다.

  장학자료 개발을 위해 애쓰신 우리교육청 논술교육지원단과 수학나침반 동아리 

선생님들께 감사의 말씀을 드립니다.

2011. 4. 22.

부산광역시교육감   임  혜  경
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1 경희대학교 모의
✾ 다음 제시문을 읽고 논제에 답하시오.

제 시 문

[ 논제 1] 다음 제시문을 읽고 논제에 답하시오.

(가) 여러 물체로 이루어진 계(system)의 물리적 현상을 분석할 때 이 물체들 

전체의 질량이 어떤 한 점에 집중되어 있는 것처럼 취급하면 편리할 때가 많다. 

이 점을 그 계의 질량중심(또는 무게중심)이라 하는데, 특히 질량이 각각 

 인 크기를 무시할 수 있는 두 개의 물체로 이루어진 계의 질량중심은 아

래 그림처럼 두 물체를 연결하는 선분을    으로 내분하는 위치에 있다. 

(즉, 
   ) 이것은 두 물체를 질량을 무시할 수 있는 막대로 연결할 

경우 이 막대의 균형을 유지하게 하는 받침점의 위치와 같다.

  질량이 각각   인 세 개의 물체로 이루어진 계의 질량중심은 먼저 질

량이  인 물체가  과  의 질량중심에 위치하는 것으로 생각하고 이 

물체와  와의 질량중심으로 구하여 전체 계의 질량중심을 구할 수 있다.

(나) 질량중심을 이용하여 다음의 벽돌쌓기 문제를 해결해 보자. 벽돌의 조성이 

균질하다고 가정하면 그 질량중심은 벽돌의 한가운데에 위치할 것이고 하나의 

벽돌을 <그림 (a)>와 같이 책상의 모서리에서 가장 길게 내밀 수 있는 한계는 

벽돌의 질량중심이 모서리와 같은 수직선상에 위치할 때이다. 그렇다면 동일한 

벽돌 두 장을 쌓아서 모서리로부터 가장 길게 내밀려면 어떻게 해야 할까? 이 

문제는 다음과 같은 순서로 생각해 볼 수 있다. 먼저 벽돌  의 수평위치를 유

지한 채 벽돌 를 <그림 (b)>처럼 놓는다. 그 다음 벽돌  이 미끄러지지 않

게 벽돌 를 조심스럽게 모서리 쪽으로 밀면 두 벽돌 전체의 질량중심이 모서

리를 지나치지 않는 한 이 탑은 무너지지 않을 것이다.<그림 (c)>
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[논제1-1] 제시문 (가), (나)를 참조하여 다음의 질문에 답하시오.

(1) 제시문 (가)에서 두 물체의 직선 위의 위치를 각각   라 할 때 질량중심의 

위치 를 구하시오.

(2) 한 직선 위에 질량이 ⋯인 물체들이 각각  ⋯ 의 위치에 있

을 때 물체들 전체의 질량중심을 제시문 (가)와 수학적귀납법을 이용하여 구하

시오.

(3) 제시문 (나)에서 벽돌 하나의 길이가 라면 그림 (c)처럼 의 끝에서부터 책

상 모서리까지의 수평 거리의 최댓값 는 얼마인가?

(4) 제시문 (나)와 같은 방식으로 개의 벽돌을 쌓아 탑을 만들 때 꼭대기 벽돌의 

끝에서부터 책상 모서리까지의 수평거리의 최댓값 를 구하시오.

제시문 분석

1. 제시문 (가)

  질량과 위치의 관계를 각 위치에서 거리의 비인 내분점으로 표현하고 있다.

2. 제시문 (나)

  내분점(중점)에 관한 식을 가지고 실제적인 상황을 풀 수 있다.
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논제 분석

[논제1-1] 제시문 (가)에 의해 질량중심은 각 점에서의 내분점에 관계되어진다는 것을 

식으로 표현할 수 있는가?

  각 물체의 질량을 거리의 비로 표현하여 질량중심에서 먼 거리에 있을수록 질량

이 작은 물체임을 알 수 있다.

[논제1-1] 실제 상황에서 주어진 질량중심에 관한 식을 가지고 문제를 풀 수 있는가?

  주어진 내분점식, 중점식 등을 이용하여 각 벽돌의 중심의 위치를 정하여 실제 

상황의 문제를 해결할 수 있다.

배경지식 쌓기

1. 내분점, 중점

  두 점  , 에 대하여 선분 를    ( ,  )으로 내분하는 

점  의 좌표는


 

  특히 선분 의 중점 의 좌표는


 

2. 수학적 귀납법

  자연수 에 대한 명제 이 모든 자연수에 대하여 성립함을 증명하려면 다음 

두 가지를 증명하면 된다.

    -  일 때, 명제 이 성립한다.

    - 일 때, 명제 이 성립한다고 가정하면 일 때도 명제 

이 성립한다.
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풀어보기

1.  일 때, 좌표평면 위의 두 점      에 대하여 선분 를 

  로 내분하는 점이 제사분면에 있기 위한 의 값의 범위를 구하시오.1) 

2. 점  가 직선     위를 움직일 때, 점  와 점  를 이은 선분 

의 중점의 자취의 방정식을 구하시오.2)

3. 다음은 모든 항이 양수인 수열이 모든 자연수 에 대하여

   ⋯
  

 
 

 ⋯
   

이 성립할 때,  임을 수학적 귀납법을 이용하여 증명하시오.3)

1) 황선욱 외 3명, 2010 수학, 좋은책 신사고
2) 쎈 수학 10-나
3) 2010 EBS 파이널 



경희대학교 모의

 5 

읽기 자료

모멘트와 질량중심4)

  질량중심 혹은 무게중심은 <그림 1>에서처럼 어떤 모양으로 주어지든 간에 얇은 

판이 수평으로 균형을 잡는 점  를 말하는 것이다.

  <그림 2>와 같이 막대의 양 끝에 질량 과 가 붙어 있고, 받침대로부터 각

각 거리가 과 로 떨어져 있을 때 만약 

  ---------ⓛ

가 성립하면 그 막대는 균형을 잡을 것이다. 이것은 아르키메데스가 발견한 실험 

사실이며, 레버의 법칙이라 불리고 있다. 

<그림 1> <그림 2>

<그림 3>

  축 위의 에서 질량  , 에서 질량  를 갖고  에서 질량중심을 갖는다

고 하면 <그림 2>와 <그림 3>을 비교하면  
 이고    

 이므로 식 

ⓛ로부터


 






  ⋯⋯⋯⋯②


 

4) James Stewart, 미분적분학 6판 청문각
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<그림 4>

를 얻는다. 여기서 과  를 각각 질량  과 의 원점에 관한 모멘트라고 

부르며 식 ②의 질량중심  는 두 질량의 모멘트를 서로 더하여 전체 질량  

로 나눔으로써 구해진다.

  일반적으로, 축 위의 점들  ⋯ 에 각각 놓여 있는 질량 ⋯ 을 

갖는 개 질점계가 있다면 질량중심은




 






 







 




⋯⋯⋯⋯③

임을 보일 수 있다. 단, 
 



는 그 질점계의 전체 질량이고, 각각의 모멘트들

의 합 
 



를 원점에 대한 그 질점계의 모멘트라고 한다. 그러면 식 ③은 

으로 다시 쓸 수 있고, 이것은 전체 질량 이 질량중심  에 모여 있는 것

으로 간주하여 의 모멘트가 그 질점계의 모멘트와 같다는 것을 말해 준다. 이제 

<그림 4>에서 보는 것처럼 평면 위의 점들 

   ⋯  에 각각 놓여 있는 질량 

⋯을 가진 개의 질점들로 이루어진 질점

계를 생각하자. 차원의 경우와 유사하게 축에 대한 

그 질점계의 모멘트를

 
 





로 정의하고, 축에 대한 그 질점계 모멘트는

 
 





로 정의한다. 그러면  는 그 질점계의 축에 대한 회전하려는 경향이 어느 정도

인가를 측정하게 하며,  는 그 질점계의 축에 대한 호전하려는 경향이 어느 정

도인가를 측정하게 한다. 차원의 경우에서처럼 질량중심의 좌표   는 그 모멘

트들에 의하여 다음과 같이 주어진다.




 



  단, 
 



는 전체 질량이다.  이고  이므로, 질량중심   

는 질량 인 단 하나의 질점이 그 질점계와 같은 모멘트들을 가지는 점이다.
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예시 답안

풀어보기 1

  선분 를   로 내분하는 점을 구하면  이고 이 점이 1

사분면 위에 있기 위한 조건은 이며 가 가정에서 주어졌기 때

문에 의 범위는 


 이다.

풀어보기 2

  주어진 직선 위의 점   라 하면 의 중점은 





이므로 

′


 ′


라 두고  ′   ′로 정리해서 준식   에 

대입하면 중점의 자취의 방정식은    가 된다.

풀어보기 3

   일 때    
  

 이 성립하면   

  따라서  일 때 성립한다.

  일 때, 준식이 성립한다고 하자.

     ⋯
  





 ⋯

   

이면 







 
 







 

 

   

  이므로   

  따라서 일 때도 성립한다.

그러므로 모든 자연수 에 대하여 준식이 성립하므로  이 증명되었다.  
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논제 1-1 5)

  (1) 
   이고   

   이므로 





이다. 이 식

을 정리하면



 

  (2) 제시문 (가)에 따르면 세 물체 전체의 질량중심은 

 
에 위치한 질

량 의 물체와  에 위치한 질량  의 물체와의 질량중심이다. 즉, 세 물체 

전체의 질량 중심은



 

 




  

이다. 따라서 개의 물체 전체의 질량중심을 ⋯

 ⋯
로 가정할 수 있다.

  그러면 개의 물체의 질량중심은 앞의 개의 물체 전체의 질량중심에 위치한 

질량 ⋯의 물체와 에 위치한 질량  의 물체와의 질량중심이다. 

즉, 개의 물체 전체의 질량 중심은

 ⋯

 ⋯⋯

 ⋯


⋯

 ⋯

이 되어 증명은 끝났다.

  (3) 아래 그림과 같이 의 중심의 위치를 각각   라 하면 각 벽돌의 질량

이 동일하므로 두 벽돌 전체의 질량중심은 


가 된다. 아래 그림을 참조하

면  를  만큼 모서리 쪽으로 밀 수 있다. 가   의 평균이므로 

  


이 되고 따라서   


 


이다.

5) 경희대 예시답안 
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  (4) 이 경우는 ⋯  전체의 질량중심이 위 그림의  에 위치하고 있는 경

우이다. 따라서 탑 전체의 질량중심은  과 를 연결하는 선분을   로 내분

하는 점에 위치한다. 즉,   


이므로    


이 된다. 

  따라서   

⋯


이다.

MEMO
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2 경희대학교 수시
✾ 다음 제시문을 읽고 논제에 답하시오.

제 시 문

(가) 평면 위의 점들을 표시하는 방법에는 우리가 흔히 쓰는 직교좌표계처럼 두 

실수의 순서쌍을 이용하는 방법도 있지만 세 실수의 순서쌍을 이용하는 다음과 

같은 방법도 있다. 먼저 <그림 1>과 같이 평면 위의 세 점  ,  , 를 한 직선 

위에 있지 않도록 정하자. 이제 삼각형   내부의 점 의 위치에 따라 삼각

형  ,  , 의 넓이 , , 가 변하는데 우리는 이 순서쌍   로 

점 의 위치를 나타내고자 한다. 삼각형 의 넓이를 이라고 할 때, 가령 

점 가 삼각형 의 무게중심에 위치한다면 점 를 나타내는 좌표는 

이 된다. 위의 정의를 확장하면 삼각형   둘레 위의 점은 물

론이고 특히 , , 에 음수를 허용할 경우 삼각형   외부의 점도 표현할 

수 있어 결국 평면 위의 모든 점을 나타낼 수 있다. 이렇게 정의되는 평면 좌표

계를 무게중심 좌표계라 한다. <그림 2>에서는 넓이가 8인 삼각형   둘레 

위의 점들 중에서 정수값의 좌표를 가지는 것들을 따로 표시하였다.

<그림 1>

    

<그림 2>

(나) 무게중심 좌표계를 이용하면 컵에 든 물을 옮겨 원하는 물의 양을 얻는 문

제를 편리하게 해결할 수 있다. 각각 용량이    인 세 개의 컵  ,  , 

에 의 물을 적당히 나누어 담았다고 하자. 세 컵에 담겨 있는 물의 양을 순서

대로 , , 라고 하면 물이 배분되어 있는 상태는 <그림 2>의 삼각형   

위의 한 점의 무게중심 좌표에 대응된다. 먼저 삼각형 의 모든 점이 물의 

배분 상태에 대응되는 것은 아님에 주의하자. 예를 들어 좌표가   인 점은 
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컵 의 용량을 고려할 때 실현 불가능하다. 이와 같이 각 컵의 용량을 고려하

여 실현 가능한 점들을 모두 찾아보면 그 분포는 <그림 2>의 굵은 선으로 둘러

싸인 영역이 된다. 어느 한 컵에서 다른 한 컵으로 물을 옮기는 과정은, 도중에 

물의 손실이 없다면, 삼각형 의 한 점이 적당한 규칙에 따라 이동하는 것

에 대응된다. 예를 들어 점    가 한 번의 옮겨 담기 과정으로 이동할 수 

있는 방향은 <그림 2>에서처럼 정확히 가지가 있고, 옮겨 담는 물의 양에 따

라 실제 이동 거리가 결정된다.

[논제 1-1] 제시문 (가)와 (나)를 참조하여 다음 질문에 답하시오.

(1) 제시문 (가)에서 임의의 , ,   값에 대하여 무게중심 좌표를   로 갖는 

점이 항상 존재하는지 논하시오. 또한 , ,   중 어느 한 성분이 상수인 점들

의 자취에 대하여 서술하시오. 

(2) 제시문 (나)의 세 컵에 눈금이 없어 한 컵에서 다른 컵으로 물을 옮길 때 그 중 

한 컵을 완전히 채우거나 비우는 것만 가능하다고 하자. 이러한 조건으로 물을 

옮기는 과정에 대응되는, 삼각형   위에서의 이동 규칙을 유추하고, 반복시

행을 통해 어느 한 컵에 정확히 의 물을 담는 것을 가능하게 하는 물의 초기 

배분 상태에 관해 추론하시오.

제시문 분석

1. 제시문 (가)

  평면() 상의 두 실수의 순서쌍  를 이용한 직교좌표계로부터 세 실수의 

순서쌍    을 이용한 무게중심 좌표를 도입하는 과정을 간단하게 설명하고 있

고  무게중심 좌표계를 이용하여 각 점의 위치를 잡을 수 있음을 보여주고 있다.

2. 제시문 (나)

  무게중심 좌표의 활용하여 용량이    인 세 개의 컵  ,  , 에 의 물을 

적당히 나누어 담을 수 있는 방법을 무게중심 좌표   가 한정된 범위 즉, 

  을 만족하는   또는 양의 정수    의 순서쌍들이 배열되는 가능한 

예와 그 특징을 설명하고 있다.
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논제 분석

[논제 1-1]

  무게중심 좌표의 특징과 직교좌표계의 차이점을 설명할 수 있는지와 무게중심 좌

표로 직선을 표현하는 방법을 묻는 논제이다. 다시 말하면 무게중심 좌표의 성분 

중 하나가 상수일 때 그것의 의미가 무엇인지를 묻는 논제이다.

[논제 1-2]

  무게중심 좌표에서      또는    와 좌표가 무엇을 의미하는지에 관하여 

묻는 논제이다. 동시에 삼각형에서 제약조건을 가진 점들을 어떻게 표현하는지 묻

는 논제이다. 

배경지식 쌓기

1. 등적변환

  (1)   //  이면 아래의 삼각형은 모두 같은 넓이를 가진 삼각형이다.





    ∆ ∆ ∆ ∆ ∆
  (2) 등적변환의 원리

  임의의 사각형과 같은 넓이를 가진 삼각형을 작도할 수 있다. 이 원리를 확대하

면 임의의 다각형과 같은 넓이를 가진 삼각형을 작도할 수 있다.
















  위의 그림에서이면 □∆이다.
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<그림 1>



 

 <그림 2>

2. 무게중심의 성질

  임의의 삼각형에서 무게중심은 세 중선을   로 내분한다.

풀어보기

1. 임의의 삼각형 의 내부에 점 가 있다. ∆ 
∆를 만족할 때 점 

의 자취를 구하는 방법을 설명하시오.

2. 오른쪽 <그림 1>과 같이 삼각형   내부의 점 

의 위치에 따라 삼각형  ,  , 의 넓이 , 

, 가 변하는데 우리는 이 순서쌍   로 점 

의 위치를 나타낼 수 있다. 이와 같은 좌표를 무게중

심 좌표(혹은 면적좌표)라고 한다. 

    다음과 같은 <그림 2>의 직각삼각형 에서 외심

을 무게중심 좌표로 나타내시오. 단, ∆이다.
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읽기 자료

무게중심 좌표의 활용6)

  무게중심 좌표는 공학에 주로 많이 응용된다. 또 수학에서는 삼각형의 여러 가지 

중심을 작도하는데 많이 사용되고 있다. 우리가 흔히 알고 있는 삼각형의 중심은 

오심으로 내심, 외심, 무게중심, 수심, 방심이다. 이외에도 삼각형의 여러 가지 중심

을 가지는데 현재까지 연구된 바에 의하면 3,580여 개의 중심이 발견되었다고 한다.

  무게중심 좌표는 이러한 점들을 표현하는데 유용하게 사용된다고 한다. 예를 들

어 삼각형의 내심은 다음과 같이 표현된다. 삼각형 의 꼭짓점을 각각

        라 하고 꼭짓점   에 대응하는 선분을    라

고 하면  


로 나타낼 있는데 이것은 대표적인 무게중심 좌표 형식이

고 직교좌표로 나타내면   
  



   와 같은 의미이다. 위의 

식에서 무게중심 좌표가 훨씬 간명한 형태임을 알 수 있다.

  다음은 오심 외의 삼각형의 중심 가운데 자주 사용되는 페르마 포인트이다. 임의

의 삼각형 에서 각 변을 한 변으로 하는 정삼각형을 작도하고 그 꼭짓점을 이

으면 한 점  에서 만난다. 이 때 점  를 페르마 포인트라고 부르며 삼각형 내부

에서 각 꼭짓점에 이르는 거리의 최솟값은 가 된다.



 







 <페르마 포인트>

6) C. Kimbering (2009). Encyclopedia of Triangle Centers를 참조함.



경희대학교 수시

 15 

삼각형에서 무게중심 좌표와 직교 좌표 사이의 관계7)

  임의의 삼각형 가 꼭짓점    에 의해서 정의될 때, 삼각형 위의 임의의 점

에 놓인 점 는 무게중심좌표로 다음과 같은 형식으로 표현될 수 있다.

     여기서 보통     을 무게중심 좌표라고 부른다.

  여기서 이 삼각형 내부의 점일 때는 다음과 같은 제한 조건을 갖는다.

      이고 이것은    을 의미한다.

  여기서 만약 을 직교좌표계  로 표현하면 다음과 같다.

  , ……(※)

  (※)에    을 대입하면 다음과 같은 식을 구할 수 있다.

   ,     이 식을 정리하면 

    ,     이다.

  이제 위의 식은 일차변환 형식으로 보다 간단히 표현할 수 있다.

     여기서 는 무게중심좌표이고 은 직교좌표를 성분으로 하는 벡터이고

  는 다음과 같은 행렬이다.      
   

이다. 그런데 여기서 

     은 서로 일차독립이므로 는 역행렬을 가진다. 

  (만약에     이 일차독립이 아니면     이 일직선 위에 있으므로 이

것은 모순이다.)

    
으로 표현되는데 이것을 더욱 구체적으로 표현하면

   

  
,  

   

  
, 

     

이다.

  참고로   이면 는 삼각형 내부의 점이고 그렇지 않으면 삼각형의 변 또

는 외부의 점이 된다. 

7) 위키피디아의 barycentric coordinate system을 참조함.
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

 





 

 

 <넓이가 일정한 점 의 자취>

예시 답안

풀어보기 1

  점  가 삼각형 내부에 있고 

 ∆∆ 이므로 다음과 같이 점 의 자취

를 작도한다.

  ① ∆의 무게중심 를 작도한다. 그

러면 ∆ 
∆이다. 

  ② 점 를 지나고 와 평행한 직선을 작도

하여 ∆와 교점을 각각  라고 하자. 

  ③  위의 임의의 점을  라고 하면 등

적원리에 의하여 

   ∆∆ 
∆이고 점  의 자취는  임을 알 수 있다.

풀어보기 2

  오른쪽 그림과 같은 직각삼각형에서 외심은 빗변의 중점이

다. 즉, 점 가 외심이다. 따라서

∆∆ 
∆  이고

∆이고 ∆이므로

외심의 무게중심 좌표는 

 


 이 된다.

논제 1-1 8)

  직교좌표계에서는 임의의 , 를 좌표로 하는 점  가 존재하나 무게중심 좌

표는 삼각형 의 넓이를 배분하여 결정되었으므로 항상  (은 삼

각형 의 넓이)를 만족해야 한다. 따라서 임의의 , , 가 아니라 

를 만족하는 , , 에 대해서만 무게중심 좌표를   로 하는 점

이 존재한다.

  삼각형 의 넓이는 고정된 밑변 의 길이와 점 에서 직선 까지의 거

리에 의해 결정된다.  따라서 삼각형 의 넓이인 가 상수가 되기 위해서는 

8) 2011 경희대학교 예시답안
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에서 까지의 거리가 상수이어야 하고 이러한 의 자취는 직선 와 평행한 직

선이다. 마찬가지 이유로 가 상수인 점의 자취는 직선 와 평행한 직선이고, 

가 상수인 점의 자취는 직선 와 평행한 직선이다.

논제 1-2

  한 번의 옮겨 담기 과정에서 세 컵 중 하나는 그 물의 양이 변하지 않으므로, 삼

각형   위의 점이 움직이는 방향은 <그림 2>의 처럼 항상 삼각형의 한 변과 

평행하다. 한편 어느 한 컵이 완전히 차있거나 비워진 상태는 <그림 2>의 굵은 선 

위의 점에 대응된다. 

<그림 2>

  이제 용기의 물을 한쪽으로 전부 부은 상태를 무게중심 좌표로 표현하면 점

   가 점  ′  로 이동한 것으로 표현할 수 있다. 이것을 그림으로 

표현하면 다음과 같다. (여기서 이 항상 유지되어야 한다.)



 

 









′

<그림 3 점 의 이동경로>
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  또  ′은   또는 로 움직일 수 있다. 따라서 각 점의 이동은  따라서 논제 (2)

의 조건으로 옮겨 담는 과정에서는 항상 굵은 선 위의 점으로 삼각형의 한 변과 평

행하게 이동한다. 또한 어느 한 컵을 완전히 채우거나 비워야 하므로 한 굵은 선분 

위에서 다른 굵은 선분 위로 이동해야 한다.(위의 <그림 3>에서  ′으로 움직임을 

참조.) 다만 이 조건이 두 선분의 교점으로 이동하는 경우도 포함하는 것에 유의) 

굵은 선분 하나를 따라 이동할 때는 끝점으로 이동한다고 표현할 수도 있다. (여기

서 끝점은 <그림 2>에서 무게중심 좌표    ,    ,   등과 같이 굵

은 선분의 방향이 바뀌는 점을 의미한다)

  그런데 옮겨 담기를 반복하여 어느 한 컵에 정확히 의 물을 담은 상태는 굵은 선 

위의 점들 중에서 적어도 하나의 좌표가 인 점    ,    ,   

에 대응된다. 이것은 ∆의 세 변의 중점을 의미한다. 따라서 점 가 삼각형의 

세 변 중 어느 한 변과 평행하게 움직이면서 이 점에 도달하려면       

또는     와 같은 형태의 점에 대응되어야 함을 알 수 있다.(삼각형의 

중점연결정리를 생각하면 쉽게 이해할 수 있음.) 즉, 처음부터 어느 한 컵에 정확히 

의 물이 담겨 있어야 한다.

MEMO
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3 고려대학교 모의

제 시 문

(가)

  아래 그림과 같이 원 는 중심이 축 위에 있고 반지름이 1인 원이다. 원 

는 다음과 같은 조건을 만족한다. 

  (1) 원 는 반지름이 이고, 원 에 접한다. (단,    ⋯ )

  (2) 원 의 중심은 축 위에 있다.

  (3) 원 는 원 에 접한다. (단,    ⋯  )

  (4) 원 은 원 에 접한다.

<그림 1>

[논제 1(필수)]

(1) 와 사이의 관계를 구하시오.

(2) 조건  을 만족하는 의 범위를 구하시오. 

(3) 원  ⋯ 들의 둘레의 합을 이라 할 때, 극한값 lim
→∞
을 구하시오.

(4) 원  ⋯ 들을 축으로 회전시킨 회전체의 부피의 합을 이라 할 때, 

극한값 lim
→∞

을 정적분 형태로 표현하시오.
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제시문 분석

서로 외접하고 있는 개의 작은 원 각각이 큰 원 주변에도 외접하고 있는  상황

을 설명하고 있다. 서로 접하는 원 와   사이의 관계를 설명함으로써 작은 원

들의 조건을 귀납적으로 정의하고 있다. 

논제 분석

[문제] (1) 주어진 도형의 조건을 이용하여 두 변수 와 사이의 관계식을 구할 수 

있는가?

  두 변수 사이의 관계식을 구하기 위해서는 삼각비에 관한 기본적인 지식 및 원과 

직선이 접할 때 접선과 반지름이 직교한다는 기초적인 수학적 지식이 필요하다. 또

한 이를 실제 문제에 적용할 수 있는 능력이 있어야 한다. 

(2) 삼각부등식을 풀 수 있는가? 

  (1)에서 얻은 관계식을 변형하여 주어진 조건을 적용하면 삼각부등식이 생긴다. 

간단한 형태의 삼각부등식을 풀 수 있는 능력이 있어야 한다. 혹은 작은 원의 반지

름이 일 때 개의 작은 원이 필요하다는 상황을 기하적으로 설명하여도 된다. 

(3) 작은 원들의 둘레의 길이의 합을 구하고 그 극한을 구할 수 있는가?

  간단한 삼각함수의 극한을 구할 수 있는 능력이 있어야 한다.

(4) 작은 원들을 축으로 회전시켰을 때 생성되는 회전체의 부피의 합을 구하고 그 

극한을 정적분으로 표시할 수 있는가? 

  이 논제에서는 회전체의 부피를 구할 수 있는지 그리고 정적분의 정의를 이용하

여 합과 극한의 형식을 정적분으로 표현할 수 있는지를 묻고 있다. 파푸스-굴딘의 

정리에 대한 지식이 필요하며 회전하는 원의 중심이 축 위에 있을 때와 없을 때를 

구분하여 식을 만들어야 한다. 그렇지 않으면 답은 맞더라도 올바르지 않은 과정으

로 인해 오류를 지적 받을 수 있다.  
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배경지식 쌓기

1. 삼각함수의 극한

  lim
→



 

2. 파푸스-굴딘의 정리

  평면 위에 면적이 인 도형이 있다. 도형을 지나지 않는 직선 을 축으로  도형

을 360도 회전시켰을 때 생기는 입체의 부피는 면적 와 도형의 중심이 움직인 거

리 의 곱이다. 이를 파푸스-굴딘의 정리라 부른다. 여기서 도형의 중심이란 밀도가 

일정하다고 가정하였을 때 도형의 질량중심을 말한다.

3. 정적분과 무한급수와의 관계

  함수 가 구간  에서 연속일 때, 






  lim
→∞

 

 

  lim
→∞

 





(단, 


,   )

풀어보기

1. 함수의 극한에 관한 성질을 이용하여 lim
→



 임을 증명하시오.

2. 두 곡선      과 축으로 둘러싸인 부분을 축의 둘레로 회전

시켜 생기는 회전체의 부피가 일 때, 의 값을 구하시오. (2011 대수능)
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3. 좌표평면에서 그림과 같이 원     위의 점 

에 대하여 선분  가 축의 양의 방향과 이루는 

각의 크기를     


라 하자. 점 를 지나고 

축에 평행한 직선이 곡선   과 만나는 점

을 라 하고, 점 에서 축에 내린 수선의 발을 

라 하자. 선분 와 선분 의 교점을 라 할 

때, 삼각형 의 넓이를 라 하자. 

lim
→



 일 때, 의 값을 구하시오. (2011 대수능)

4. 함수    ≥  가 있다. 그

림과 같이   이상인 자연수 에 대하여 닫힌구

간  을 등분한 각 분점(양 끝점도 포함)을 

차례로 

  ⋯    

이라 하자. 닫힌구간   를 밑변으로 하고 

높이가 인 직사각형의 넓이를 라 하자. 

  ⋯ 

양 끝에 있는 두 직사각형의 넓이의 합이

 
 

일 때, lim
→∞

 






의 값을 구하시오. (2010 대수능)
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읽기 자료

수학자 파푸스(Pappus)

1. 생애 

  파푸스의 생애에 대해 언급한 책이 현존하지 않기 때문에 그의 생애에 대해 알려

진 것은 거의 없다. 그의 활동 시기에 대해서 서로 다른 주장을 하는 두 가지 고대 

사료가 존재한다. 한 예로 Suda Lexicon에 나온 자료에서는 그가 알렉산드리아의 

데온(Theon of Alexandria)과 동시대인이라고 언급되어 있다. 데온의 생몰년(335년

경〜405년경)으로 비추어 볼 때 그도 4세기 후반, 로마제국 테오도시우스 황제(379

년〜395년) 제위 기간에 활동했다는 것이다. 그러나 데온이 작성한 연대기에서는 파

푸스의 이름이 디오클레티우스 황제(284년〜305년) 옆에 적혀 있다. 그의 연대기는 

프롤레마이오스나 히파르쿠스 같은 수학자들이 활동한 시기를 거의 정확히 적었기 

때문에 그의 자료가 Suda의 자료보다 더 신빙성이 있는 것으로 보인다. 더군다나 

프롤레마이오스 Almagest의 주석을 단 시기(C.320)나 Synagoge를 작성한 시기

(C.340)로 보아 최소한 3세기 후반에 탄생한 것으로 보는 것이 타당하다. 확실하지

는 않지만 파푸스는 알렉산드리아에서 태어나 평생을 그 지역에서 보낸 것으로 보

인다. 사실 이 정도가 파푸스의 생애에 대해 알려진 거의 모든 것이다. 

2. 업적

  파푸스가 기록한 책인 Synagoge는 8개의 책으로 구성되어 있으나 완전하게 전하

지 않는다. 1권을 분실했으며 나머지 7권의 책도 완전하게 전하지 않아 그의 모든 

업적을 확인할 수는 없다. 그밖에도 그는 유클리드의 원론과 프톨레마이오스(프톨레

미)의 Harmonika에 대해서 자신만의 주석을 남기기도 했다.

  그의 서적인 Synagoge에 대해 좀 더 설명하자면 이 책은 유클리드의 원론처럼 

수학적 정리를 체계적으로 설명한 것이 특징이다. 그의 책은 유클리드의 원론과는 

달리 차례가 잘 나와 있다. 또한 그의 책에서는 파푸스가 고대 그리스로부터 축적

된 지식을 막힘없이 체계적으로 설명하는 것을 알 수 있고, 그의 깔끔한 설명뿐만 

아니라 상당히 뛰어난 문제도 일품이다. 사실 그의 책만 보아도 그때까지 알고 있

었던 거의 모든 알 수 있다고 해도 과언이 아니다. 다만 분실된 내용이 많다는 게 

아쉽다. 분실된 1권은 2권과 마찬가지로 산술과 관련된 것으로 추정된다. 2권도 14

번째 정리부터 현존하고 있는데 2권에서는 아폴로니우스가 제시한 곱셈 방법에 대

한 정리가 주를 이루고 있다.

  3권에서는 크게 다섯 부분으로 기하학적인 문제에 대해 언급하고 있다. 두 선분 

길이의 여러 가지 평균을 구하는 방법, 산술·기하·조화 평균에 관련된 문제, 유클리
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드 1권 정리 21과 관련된 문제, 정다면체 다섯 개를 구에 내접하는 문제, 그리고 첫 

번째 문제의 또 다른 풀이법이다.

  4권은 서문을 분실했지만 기하학에 관한 문제를 계속 언급하고 있다. 피타고라스 

풀이법, 원에 관련된 정리, 아르키메데스 나선의 성질, 각의 3등분에 관한 문제에 

대해서 나와 있다.

  5권에서는 여러 도형의 넓이와 정다면체를 포함한 입체도형의 부피를 측정하는 

방법, 아르키메데스가 발견한 13개의 다면체에 대해 나와 있다. 

  6권은 천문학적인 내용을 포함하고 있다. 주로 프톨레마이오스의 알마게스트 같

은 책에 대한 주석이 많다.

  7권은 분석과 종합에 관련된 용어에 대한 설명이 많이 있다. 특히 부정설제

(porism)이 어떻게 정리들이나 문제들과 관련 있는지에 대해 설명하고 있다. 또한 

아폴로니우스의 De Sectione Determinate나 유클리드의 Porisms나 Surface Loci등

의 보조정리에 대해서도 언급하고 있다.

  8권에서는 무게중심이나 역학적 일률 등의 역학적인 주제에 대해 다루고 있다. 

또한 다섯 점을 지나는 타원을 작도하는 방법 등의 순수기하학적인 정리도 나와 있다. 

3. 파푸스의 정리

  회전체의 부피를 구하는데 질량중심이 어떻게 이용되었는지 알아보자.

  평면 위에서 주어진 직선 의 한쪽에 완전히 놓여 있는 평면 영역 을 생각하

자. 이 을 주위로 회전시켰을 때 생기는 입체의 부피 는 의 넓이 와 의 

중심이 움직인 거리 의 곱이다. 즉,

 

(증명) 영역이 구간 에서 ≤인 두 함수의 그래프 사이에 있고 직선 

이 축인 특별한 경우에 대하여 증명해 보자. 원주각의 방법을 이용하여 구해보면 

 




   

이다. (여기서 는 영역의 넓이이고, 

 
 







는 질량중심의 좌표이고  는 축 주위로 중심이 움직인 거리이다.)
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예시 답안

풀어보기 1

(ⅰ)  


일 때,

  그림과 같이 반지름의 길이가 인 원 의 둘레 위에 ∠의 크기가 라디안

인 두 점  를 잡고, 원   위의 점 에서의 접선과 직선 가 만나는 점을 

라고 하자. 

  (∆의 넓이)  (부채꼴의 넓이)  (∆의 넓이)

이므로 


  


  


이다.

  따라서,     

  그런데   이므로 각 변을 로 나누면

  


  



  즉,    


 

  여기서, →일 때 → 이므로

lim
→



 

(ⅱ) 


  일 때,

   로 놓으면, →일 때  →이므로

lim
→ 



 lim
→



 lim
→



 

  따라서 lim
→



 이다.
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풀어보기 2

  두 곡선      의 교점의 좌표는 

    ∴ 

  이 때, 두 곡선      과 축으로 

둘러싸인 부분은 다음 그림과 같다. 

  따라서 구하는 회전체의 부피 는

 




  




 
















  

                               ∴  

풀어보기 3

  점  의 좌표를    라 하면 

      

∴   

  직선  의 방정식은  이므로 점 의 좌표는

  

  따라서 삼각형 의 넓이 는

 



  그러므로

∴ lim
→



 lim
→



 

 lim
→



× lim
→


 



×
 



 


×× lim

→

 



× lim
→


 



 


×× × 


 

이다. 그러므로 

∴  
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풀어보기 4

    에 대하여  

⋅

 이므로

 
 








 

  따라서     이므로   이다.

∴ lim
→∞

 






 lim

→∞

 






⋅


⋅

 


 lim
→∞

 






⋅

 



  






    

 

문 제 9)

  (1) 와 사이의 관계를 구하시오.

  그림과 같이 개의 원 중 한 원의 중심과 큰 원의 중심을 연결한 선분, 작은 원

의 반지름, 큰 원의 중심에서 작은 원에 그은 접선으로 이루어진 삼각형은 직각삼

각형이 되고, 두 변의 길이와 한 각을 위와 같이 표시할 수 있다. 따라서 다음의 관

계식을 얻는다. 




   

9) 고려대 모의논술 예시답안 
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  (2) 조건  을 만족하는 의 범위를 구하시오. 

  (1)에서 얻은 관계식을 에 관해서 풀면 다음과 같다.










  따라서  이려면 


 


이다. 그러므로 이다.

  (3) 원  ⋯ 들의 둘레의 합을 이라 할 때, 극한값 lim
→∞

을 구하시오.

각 원의 둘레의 길이는 이고 원의 개수는 개이므로, 

  








 

이다. 따라서

  lim
→∞
   lim

→∞









  lim
→∞










× ×





  이다.

  (4) 원  ⋯ 들을 축으로 회전시킨 회전체의 부피의 합을 이라 할 때, 

극한값 lim
→∞

을 정적분 형태로 표현하시오.

  그림과 같이 원의 개수가 개일 때 번 째 원의 중심의 축으로 부터의 거리

는 


이다. (단,    ⋯ ) 
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  파푸스-굴딘의 정리에 의하면 원   (   ⋯ )를 축으로 회전시켰을 때 

생기는 회전체의 부피는  ×


 


이다. 또, 원 

과 을 회전시킨 입체는 반지름이 인 구이므로 은 다음과 같다. 



 

 






















 






 
















 















  그러므로 lim
→∞
은 다음과 같이 정적분으로 나타낼 수 있다. 

lim
→∞



 lim
→∞















 





 lim
→∞

 
















 















 








MEMO
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4 고려대학교 수시
✾ 다음 제시문을 읽고 논제에 답하시오.

제 시 문

(가) 다항함수   와 임의의 정수   에 대하여 그래프의 평행이동과 

대칭이동을 이용하면 다음의 결과를 얻을 수 있다. 









 

 











  마찬가지로, 




도 위와 유사한 성질을 만족한다. 

(나) 미분의 곱의 법칙을 이용하면 다항함수  에 대하여 다음과 같은 

공식을 얻을 수 있다. 






′   




′

(다) 연속함수     ⋯ 에 대하여 




∞












 

∞


가 일반적으로 성립하진 않지만, 어떤 수열 이 존재하여 ≤≤인 모든 

에 대하여   ≤이고 
 

∞

이 수렴하면 위의 등식이 성립한다. 

(라) 다항함수 가  을 만족하면  인 다항함수 

가 존재한다. 

[논제 1]

(1) 다항함수 가 모든 정수 에 대하여   을 

만족할 때, 제시문 (가)를 참고하여 극한값 lim
→∞




 



를 구하시오.
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(2) 제시문 (나)의 공식을 반복 이용하여 다음 정적분의 값을 구하시오.






    (단, 은 음이 아닌 정수이다.)

(3) 무한급수 
 

∞




을 (b)의 결과와 제시문 (다)를 이용하여 정적분 








의 꼴로 표시할 수 있음을 논리적으로 설명하고, 다항함수 를 

구하시오. (단,  ⋯·이고   이다.)

(4) 다항함수 에 대하여 극한값 lim
→















 












이 존재

하기 위한 ′의 조건을 제시문 (라)를 이용하여 구하고, 그 극한값을 구하시

오. (단, 로피탈의 정리를 사용하지 마시오.)
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제시문 분석

1. 제시문 (가)

  함수의 그래프의 평행이동과 대칭이동을 이용하여 정적분을 다르게 표현할 수 있

음을 설명하고 급수에서도 유사한 성질이 성립함을 유추하도록 하고 있다. 

2. 제시문 (나)

  정적분의 부분적분법을 설명하고 있다.

3. 제시문 (다)

  
 

∞












 

∞

이 성립하기 위한 연속함수 의 조건을 설

명하고 있다. 

4. 제시문 (라)

  인수정리를 설명하고 있다.

논제 분석

[논제 1] (1) 극한값, 즉 무한급수의 합을 주어진 조건을 이용하여 정적분으로 나타낼 

수 있는가?

  제시문 (가)에서 유추한 급수의 성질과 논제에서 주어진 의 조건을 이용하여 


 



을 변형한 다음 주어진 극한값을 정적분으로 바꾸어 구하면 된다. 

(2) 부분적분법을 반복 이용하면서 주어진 정적분에 나타나는 규칙을 추론할 수 있는가?

주어진 정적분에 부분적분법을 반복 적용하면 일정한 규칙을 찾을 수 있고 에 

대한 식으로 나타낼 수 있다.

(3) 무한급수를 (2)의 결과와 제시문 (다)를 이용하여 정적분으로 나타낼 수 있는가?

(b)의 결과를 이용하면 


을 정적분으로 나타낼 수 있다. 그  다음 

제시문 (다)의 등식을 만족하는 를 찾고 이 등식을 이용하면 주어진 무

한급수를 정적분으로 나타낼 수 있다.

(4) 인수정리를 이용하여 극한값이 존재할 조건을 찾고, 극한값을 구할 수 있는가?

  주어진 극한은 


꼴의 부정형이다. 이 극한값이 존재하기 위한 분자의 조건을 인수

정리를 이용하여 찾고 항등식의 성질과 미분법을 이용하여 주어진 극한값을 구하면 된다.
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배경지식 쌓기

1. 정적분의 정의를 이용하여 무한급수의 합 구하기

  연속함수  에 대하여

 

   

 



   






  (1) lim
→∞

 



 


⋅







 


 

 

  (2) lim
→∞

 



 

⋅








 




 

2. 정적분의 부분적분법






′   




′

3. 정적분으로 정의된 함수의 미분


 

  

              

4. 무한등비급수의 합

 
 

∞

    ⋯   ⋯  (단, ≠ )

                       










   

발산   ≥
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풀어보기

1. 다음은 연속함수  의 그래프이다. 

구간  에서 함수  의 역함수  가 존재하고 연속일 때, 극한값

lim
→∞

 




 

 


와 같은 값을 갖는 것은? (2005 대수능)

①




  ②




 

③




   ④




  

⑤




 

2. 닫힌구간  에서 정의된 연속함수 가  , 

 이며, 열린구간  에서 이계도함수를 갖고  ′＞,  ″＞일 때, 






 의 값과 같은 것은? (2009 대수능)

① lim
→∞

 





 

 


    ② lim
→∞

 





 

 

  

③ lim
→∞

 





 

 

    ④ lim

→∞

 





 

 


⑤ lim
→∞

 





 

 

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3.    을 만족하는 미분가능한 함수 에 대하여 






  ･




 ′
가 성립할 때, 상수   의 값은?

4. 그림과 같이 원점을 지나고 축의 양의 방향과 이루는 각의 크기가 인 직선 

이 있다. 점  을 지나고 직선 과 평행한 직선 위에 선분의 길이가 




이 되는 점 을 선택하자. 점 에서 축에 내린 수선의 발을 

라 하고, 점 를 지나고 직선 에 평행한 직선 위에 선분의 길이가 




가 되는 점 를 선택하자. 점 에서 축에 내린 수선의 발을 

이라 하고, 점 을 지나고 직선 에 평행한 직선 위에 선분의 길이가 


이 되는 점 을 선택하자. 이와 같은 과정을 계속하여 번째 얻은 

두 점     에 대하여 선분 의 길이를  이라 하자. 


∞

  일 때, 

의 값은? (단, ＜＜

이다.) (2005 평가원)
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예시 답안

풀어보기 1

  
 




 

 



 




 
 



 
 

⋯

 
 



 
 

 ⋯
 



 
 

 


 


∴(주어진 식)











󰂼 ③

풀어보기 2

   ′  ″ 이므로 

연속함수 의 그래프는 구간 [0, 1]에서 아래로 볼록하게 증가한다.

  또, 역함수 의 그래프는 곡선   와 직선  에 대하여 대칭이므로 

다음 그래프와 같다.

  이때, 




 의 값은 위 그림에서 색칠한 부분의 넓이와 같고, 이는 

직선  와 곡선   로 둘러싸인 부분의 넓이의 배와 같다.

  직선  와 곡선   로 둘러싸인 부분의 넓이는 정적분의 정의에 의해






 lim
→∞

 






 

 이므로 






 




 lim
→∞

 






 

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 lim
→∞

 






 


󰂼 ②

풀어보기 3

  




  



  











 

 ′

 




 

 ′  






 ′

∴ 



풀어보기 4

  
  , 
 ․ ,  ․  ,  ․  ⋯


 

∞

  는 공비가   인 무한등비급수이므로 


 

∞

 


  ,    ∴  



논제 1(1)

[풀이 1] 제시문 (가)에 의해 다음의 결과를 얻을 수 있다. 






 
 

 

와 




 






따라서

 
 



 
 

 

 


 

 
 





가 되고,  이므로

     
 



 
 




 





               
 




 



 
 





이 된다. 그러므로 

lim
→∞




 



 lim
→∞

 



 



  







이다. 
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[풀이 2] 모든 정수 에 대하여    을 만족하므로 

 을 대입하면  이다.






 ⋯⋯

이다. 항의 개수가 개이므로  을 하나 더 추가해서 정리하면

  

  

⋯

  

이다. 따라서 


 



 
 



 

이고, 문제에 대입하여 계산하면 

lim
→∞





 



 lim
→∞




 



 

 lim
→∞

 



 
 





 lim
→∞

 



 
 


























 



이다.

[풀이 3] 제시문 (가)의 결과를 사용하여  표현하면


 



 


 

 




 
 





이므로

  
 



 
 



 
 



 

 
 



 
 



 

 


 

 
 



 

이고 


 



 

 


 


 

 
 



 





이다.
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  따라서

lim
→∞




 





 

 lim
→∞





 

 
 lim
→∞



 



 

 

 lim
→∞

 

 




 








 lim
→∞

 






 







 






















 



논제 1(2)

   




 라 하자. 다항함수   를 각각  ′   ,
 이라 두면 제시문 (나)에 의해

 







⋅











 




 ⋅ 




  

같은 방법으로 하면 

  

























 




 이므로 

 

  


  

가 된다. 위와 같은 방법을 계속하면

 ⋯ ⋅
⋯ ⋅

  

이다. 여기서  




  


이므로 

 ⋯⋅
⋯ ⋅





이다. 
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논제 1(3)

  (b)에서 




 

 
이므로 


 

∞



 
 
 

∞






  
 

∞ 












… ①

가 된다.   
라 두면 ≤≤인 모든 에 대하여

   ≤
 


이고 
 

∞


 








 로 수렴하므로 제시문 (다)에 의해


 

∞ 




















 

∞





  … ②

가 성립한다. 

≤≤인 모든 에 대하여 ≤≤ 


이므로 


 

∞

  ⋯ 






이 된다. 따라서 ①, ②에 의해

              
 

∞




 
 

∞ 














                          






 

∞
















이므로 다항함수 는  이다. 

논제 1(4)

  의 부정적분을 라고 하자. 그러면















  


  




  


 이다.   


 라고 하면 

 이므로  인 다항함수 가 존재한다. 따라서

lim
→




























 lim
→



 lim
→



이 극한값이 존재하기 위해서는 lim
→
 이어야 하므로

 인 다항함수 가 존재한다. 
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lim
→



 lim
→



 lim
→




  마찬가지로 이 극한값이 존재하기 위해서는 lim
→
 이어야 하므로 

 인 다항함수 가 존재한다. 따라서















   


 

  
 



이다. 즉, 주어진 극한값이 존재하기 위해서















 

꼴이 되어야 한다. 양변을 로 미분하면 




 ′  … ① 

  등식 ①을 다시 로 미분하면 




′


′′′′  … ②

  등식 ②에  를 대입하면 ′ 이므로 

극한값 lim
→




























이 존재하기 위한 ′의 조건

은 ′ 이다. 

  그리고 구하려는 극한은 

lim
→































 lim
→
 

이므로 등식 ②를 로 미분하면 




′′


′′ ′′′′′′  …③

등식 ③에  를 대입하면  


′′이다. 따라서

lim
→




























  


′′이다. 
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[참고] 로피탈의 정리를 이용한 풀이

  lim
→































에서

→일 때, 분모→  이고 분자→  이므로 


인 부정형 형태이다.

  따라서 분모, 분자를 모두 에 관해 미분한 후 다시 극한값을 계산해 본다.

  즉,

lim
→













 

 lim
→







 lim
→


 ′





 ′

 lim
→





″


″

 

 

″″

 


″

MEMO
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5 서강대학교 수시1차

<문제 1> 다음 글을 읽고, 물음 [1-1], [1-2], [1-3], [1-4]에 답하라.

제 시 문 1

   를 실수라 하고,  이라 하자. 좌표평면에서 복소수  를 <그림 

1>과 같이 점  에 대응시키자.  이라 하고, 원점 와 점  를 

지나는 동경  가 나타내는 각을  라 하면      이다. 따라서 

점 는  로 나타낼 수 있다(<그림 2> 참조). 만일  이면 

 는  이다. 

     가 실수일 때, 복소수  와 의 곱셈은 

                     

이고,  이것을 집합    는 실수에서의 곱셈 연산 

                                ‥‥‥‥①

로 쓸 수 있다. 식 ①을 행렬로 나타내면 

                  

                      ‥‥‥‥②

이다. 또한 점  에 대하여 원점 를 시점으로 하는 위치벡터  는 

 이다. 따라서  는 복소수  로 볼 수도 있고, 벡터로 볼 수도 있

다. 즉,   이다. 

       

<그림 1>                             <그림 2>
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[1-1] 회전변환을 이용하여 점  을 원점을 중심으로 ∘만큼 회전한 점을 구

하라. 

[1-2] 실수  에 대하여, 식 ①, ②를 이용하여 

         

임을 보여라.

[1-3]     라 하고, 보다 큰 자연수 에 대하여 

       이라 정의하자. 자연수 에 대하여 

    임을 보여라.

[1-4] 점   ⋯ 은 중심이 원점이고 반지름이 인 원 위의 서로 다른 점이

며, 점 의 좌표는 이다. 점   ⋯ 은 정각형의 꼭짓점이다. 

  


 


 





라 할 때 

⋯
 을  를 

이용하여 나타내고, 이 벡터의 합과 







⋯


,  





⋯



값을 구하라.
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<문제 2> 다음 글을 읽고, 물음 [2-1], [2-2], [2-3], [2-4]에 답하라.

제 시 문 2

  두 개의 원이 직각으로 만난다는 것은, 두 개의 점에서 만나며 각 교점에서의 

각 원에 대한 접선이 수직인 것을 말한다. 중심이 점 이고  반지름이 인 원 

에 대하여, <그림 3>과 같이 와 직각으로 만나며 반지름이  이고 중심이 

 인 원  들을 배치하려고 한다( ⋯ ). 이때 원       ⋯ 의 내부

들은 서로 만나지 않도록 한다. 와  의 두 교점을 각각 , 이라 하면 

직선 과 은 각각 점 , 에서의  의 접선임을 알 수 있다. 

  그런데   


이면       ⋯ 들을 모두 배치하는 것이 불가능하지만,  

  


이라면  <그림 4>와 같이       ⋯ 들을 시계 반대 방향으로 돌

아가면서 접하게 배치해 나가면  들을 모두 배치할 수 있을 것이다.

           

<그림 3>                              <그림 4>

[2-1] <그림 3>에서처럼 원  위의 호  에 해당하는 중심각의 크기의 


을 

이라 하자. 부채꼴  의 호 과 선분 으로 둘러싸인 영역

의 넓이  을  으로 나타내어라. 이 lim
→∞
  를 만족한다고 할 때, 

lim
→∞




을 구하라. 
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[2-2] ≤≤ 


일 때, 부등식 ≤≤가 성립함을 보여라.

[2-3] 앞의 문항 [2-2]의 부등식을 이용하여 제시문 속의 밑줄 친 내용이 타당함을 

설명하라. 

[2-4]   


일 때 <그림 4>와 같이       ⋯ 들을 접하게 하지 않고, 임의

의 위치에 배치해 나간다면       ⋯ 을 모두 배치하는 것이 항상 가능

한지를 논하라. 

제시문 분석

1. 제시문 1

  복소수 를 좌표평면 위의 점  로 일대일대응을 시킬 수 있음을 설명하

고 두 복소수 와 의 곱셈을 이용하여 두 점  와  의 곱셈을 정

의하고 있다.

2. 제시문 2

  한 원과 직각으로 만나는 원을 무한히 배치하기 위한 반지름의 조건에 대해 설명

하고 있다.
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논제 분석

[1-1] 회전변환을 나타내는 행렬을 알고 있는가?

  회전변환을 나타내는 행렬을 이용하여 회전한 점을 구하면 된다.

[1-2] 두 점의 곱셈을 행렬로 표현한 식을 이용하여 삼각함수의 덧셈정리를 증명할 수 

있는가?

  ②에 대한 기하학적 의미를 이용하여 삼각함수의 덧셈정리를 증명할 수 있다.

[1-3] 수학적 귀납법을 이용하여 ‘드 무아브르의 정리’를 증명할 수 있는가?

  두 점의 곱셈에 대한 기하학적 의미와 수학적 귀납법을 이용하여 증명할 수 있다.

[1-4] 벡터의 합을 복소수의 합으로 나타내고 활용할 수 있는가?

  [1-3]의 결과를 이용하면 벡터의 합을 복소수의 합으로 나타낼 수 있고 주어진 

값을 계산할 수 있다.  

[2-1] 주어진 도형(활꼴)을 에 대한 식으로 나타내고 극한을 구할 수 있는가?

  부채꼴의 넓이에서 삼각형의 넓이를 빼면 활꼴의 넓이를 구할 수 있고 이를 이용

하여 극한을 구할 수 있다.

[2-2] 주어진 구간에서 그래프를 이용하여 부등식을 증명할 수 있는가?

  도함수를 이용하여 그래프의 개형을 파악하고 부등식이 성립하기 위한 조건을 생

각해 본다. 

[2-3] 한 원과 직각으로 만나는 원을 무한히 배치하기 위한 조건을 발견할 수 있는가?

  [2-2]의 결과를 이용하여 주어진 원의 중심각과 직각으로 만나는 원의 반지름의 

관계를 부등식으로 나타내어 본다. 

[2-4] 한 원과 직각으로 만나는 원을 서로 접하게 무한히 배치할 수 있을 때 임의의 

위치에 배치하더라도 무한히 배치할 수 있는가?

  주어진 원과 직각으로 만나는 원 개를 임의의 위치에 배치했다고 가정할 때 

번째 원을 남은 자리에 배치할 수 있는지 생각해 본다.  
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배경지식 쌓기

1. 회전변환

  원점을 중심으로 각 만큼 회전이동하는 회전변환을 나타내는 행렬은

    
  이다. 

2. 드 무아브르의 정리

  자연수 에 대하여

  

  이다. 

3. 수학적 귀납법

  명제 이 모든 자연수 에 대하여 성립함을 증명하려면 ⑴, ⑵를 증명하면 된다.

  

⑴  일 때, 명제 이 성립한다.

⑵ 일 때, 명제 이 성립한다고 가정하면, 일 때도 명제 

이 성립한다.

  위와 같은 방법으로 명제가 참임을 증명하는 방법을 수학적 귀납법이라고 한다.

4. 부등식과 미분

  (1)     에서      의 증명

    ① 극값이 존재할 때 (최솟값) 

    ② 증가함수일 때,  ′≥     
    ③ 감소함수일 때,  ′≤     
  (2)     의 증명

        로 놓고, 의 증감 상태를 조사하여 

          임을 보인다.
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풀어보기

1. 제 사분면 위의 점  이 주어졌을 때, 자연수 에 대하여 점  을 다

음과 같이 정의한다. 

    
°°
° °  

 
  

  
 
   

 
  

이 때, 점 의 좌표는? (2003 대수능)

①   

②  

③ 
 



  
④ 

 


  
⑤ 

 


  
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2. 다음은 모든 자연수 에 대하여

 ⋅ ⋅⋯ ⋅ ⋅

이 성립함을 수학적 귀납법으로 증명한 것이다.

<증명>

(1)  일 때, (좌변), (우변)이므로

   주어진 등식은 성립한다.

(2) 일 때 성립한다고 가정하면

    ⋅ ⋅⋯

               ⋅  ⋅

이다. 일 때 성립함을 보이자.

    ⋅ ⋅⋯

               ⋅ ⋅

     ⋅

     ⋅
    ⋅ (다)

그러므로 일 때도 성립한다.

따라서 모든 자연수 에 대하여 주어진 등식은 성립한다.

(나)

위 증명에서 (가), (나), (다)에 들어갈 식으로 알맞은 것은? (2008 대수능)

        (가)                 (나)                 (다)

① ⋅   

② ⋅   

③ ⋅   

④ ⋅   

⑤ ⋅   

(가)
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3. 자연수 에 대하여 두 점  , 이 함수  의 그래프 위의 점일 때, 점 

을 다음 규칙에 따라 정한다.

(가) 두 점  , 의 좌표는 각각  ,  이다.

(나) 점 은 점 을 지나고 직선  에 수직인 

직선과 함수  의 그래프의 교점이다. 

(단,  과 은 서로 다른 점이다.)


이라 할 때, lim

→∞



의 값은? (2009 대수능)

①         ②         ③         ④         ⑤   
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읽기 자료

복소수의 극형식과 복소평면

  허수단위 와 임의의 실수  에 대하여 는 복소수가 된다. 또한 임의의 복

소수는 의 꼴로 표기할 수 있다. 복소수 를 좌표평면 위의 점  에 

대응시키면, 이 대응은 복소수 전체의 집합에서 좌표평면으로의 일대일대응이다. 따

라서 좌표평면 위의 점  가 복소수 를 나타낸다고 할 수 있다. 이와 같이 

생각한 좌표평면을 복소평면이라고 한다. 이때 축 위의 점  은 실수를 나타내

고 축 위의 점  는 순허수를 나타내므로 축을 실수축, 축을 허수축이라고 

한다. 그리고 복소수 를 나타내는 복소평면 위의 점을 그냥 간단히 ‘점  ’라고 부

른다.

 

  복소수   가 이 아니고, 이 복소수를 나타내는 점을 라고 하자. 선분 

의 길이를  , 동경 를 나타내는 각을 라고 하면

     

가 된다. 따라서

  

를 얻는다. 위 등식의 우변의 꼴로 나타낸 복소수를 복소수 의 극형식이라고 한

다. 이때 를 복소수 의 절댓값, 를 의 편각이라고 하며 각각

       

로 나타낸다. 참고로 복소수 의 절댓값은 실수의 절댓값과 마찬가지로     으로 

정의한다. 또한 의 편각은 정의되지 않는다. 이 아닌 복소수의 편각은 하나로 정

해지지 않는다. 예를 들어 의 편각은 의 꼴이 된다. 즉 는 여러 개의 

값을 갖는 함수가 된다. 이렇게 여러 개의 값을 갖는 함수를 다가함수라고 한다. 다

가함수는 엄밀히 말해서 함수가 아니므로   와 같이 등호를 사용하는 것은 

논리적으로 옳지 않지만, 편의상 이와 같은 표기를 사용하는 것이다. 주어진 복소수 

 의 편각 중에서   이상   미만인 것을 로 표기한다. 
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  복소수의 절댓값   와 편각 는 

     


  


로 결정된다. 

예시 답안

풀어보기 1

  행렬   
 

는 원점을 중심으로 만큼 회전이동시키는 일차변환을 

나타내고, 행렬   
 

은 축에 대한 대칭변환을 나타낸다. 

  따라서 두 일차변환에 의해서 점을 옮겨도 원점으로부터의 거리가 변하지 않는다. 

  아래의 그림에서 점 이 축의 양의 방향과 이루는 각을 라 하고, 점 

   와 원점을 이은 직선이 축의 양의 방향과 이루는 각을 차례로 구해 

보면 


 

   가 되어  임을 알 수 있다. 즉,  이므로 

 이다. 따라서 의 좌표는   이다.

󰂼 ②

풀어보기 2

       (가)

①   ⋅

    ⋅

     ⋅

          (나)

    

     

             (다)                                                           󰂼 ②
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풀어보기 3

  직선 의 기울기가 1이므로 직선 의 기울기는 이다.

  점  을 지나고 기울기가 인 직선의 방정식은   즉, 

 이므로 점 의 좌표를 구하면

 에서   

 

이므로    ∴  

  점  를 지나고 기울기가 인 직선의 방정식은   즉,  

이므로 점 의 좌표를 구하면

  에서   

 

이므로     ∴  

  점   를 지나고 기울기가 인 직선의 방정식은   즉, 

 이므로 점 의 좌표를 구하면

 에서   

 

이므로     ∴  

  이와 같은 방법으로 의 좌표를 구하면

  
  ,   



 일 때,

   
 
    

 일 때,

   
 
    

∴ lim
→∞



 lim
→∞


 

         

󰂼 ②
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논제 1-1

  점 을 원점을 중심으로 ∘만큼 회전한 점은

  
   

























  




















이다. 따라서 구하는 점은




 




이다. 

논제 1-2

  식 ②를 이용하면 

      



이다. 이 식의 우변은 점  를 원점을 중심으로 만큼 회전한 점이므로

   

   

이다.

  따라서 실수  에 대하여

           

이다.

논제 1-3

      … ㉠

(ⅰ)  일 때, 

(좌변)    (우변)

    따라서  일 때 ㉠이 성립한다.

(ⅱ)  일 때 ㉠이 성립한다고 가정하면

      … ㉡

    이 성립하므로 ㉡의 양변에  을 곱하면 

     

   

      

  
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∴    

  위의 등식은 ㉠에 을 대입한 것과 같다. 

  따라서 일 때에도 ㉠이 성립한다. 

  (ⅰ), (ⅱ)에 의하여 등식 ㉠은 모든 자연수 에 대하여 성립한다.

논제 1-4

  점 의 좌표가 이고, 점   ⋯ 은 정각형의 서로 다른 꼭짓점이

므로

  ⋯  
⋯ 

이다. 따라서

   
⋯
 

  ⋯

이다.   





 ,    이므로

   
⋯
 

  ⋯

 
 

이다. 또한

   ⋯
 



  
 









  

 









  


 







 












⋯

 




⋯

 
이므로







⋯


 , 





⋯


 

이다.

논제 2-1

     (부채꼴  의 넓이)   (삼각형  의 넓이)

      



 



 

이다. 또한   이므로

  

 


 

이다. 
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


 


 


 


 

이고, →∞이면 → , →이므로

lim
→∞




 lim
→∞



  



이다.

논제 2-2

(ⅰ)  라 하자. 그러면  ′ 이고

≤≤ 


일 때 ≤≤이므로  ′≥이다. 

 이므로 ≤≤ 


일 때 ≥이다. 따라서 ≤이다.

(ⅱ)  라 하자. 그러면  ′ 이고

 ≤≤ 


일 때 ≤≤이므로  ′≤이다.

 이므로 ≤≤ 


일 때 ≤이다. 따라서 ≤이다.

  그러므로 (ⅰ), (ⅱ)에 의해 ≤≤ 


일 때, ≤≤이다.

논제 2-3

       


≤이므로   ≤ 


이다. [2-2]의 부등식에 의해

 ≤  


≤  … ㉠

이다.      ⋯ 들을 모두 배치하려면 
 

∞

≤이어야 한다. 그런데 ㉠에서  


 

∞




≤
 

∞

 이고 
 

∞




∞이므로 

 

∞

   이다. 그러므로   


이면 

      ⋯ 들을 모두 배치하는 것이 불가능하다. 
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논제 2-4

    


일 때 개의 원      ⋯  들을 접하게 하지 않고, 임의의 위치

에 배치하였다고 하자. 아래의 그림과 같이 서로 인접한 두 원  

  (≤≤ ≤ ≤  은 자연수)에 대하여 원  위의 호  , 중 길이

가 짧은 것을 원   의 간격이라고 하자. 그러면 총 개의 간격이 존재한다. 

(원 위의 호 의 길이)×  이고

 ≤  

≤

이므로



≤≤



이다. 그리고




 





≤
 



 ≤
 





 




이고 

(개의 간격의 길이의 합)
 





이므로



≤(개의 간격의 길이의 합)≤



이다. 

  따라서 개의 간격 중 적어도 하나의 길이는 





보다 크거나 같다. 

  또한   라고 하자. ′   이므로 ≥일 

때 ′ 이고  이다. 따라서 ≥일 때 
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 

이다. 그러므로 자연수 에 대하여

  

이고


 

 


이므로







 


 … ㉠

이다. 또한



≤≤


 … ㉡

이므로 ㉠, ㉡에 의해 개의 간격 중 적어도 하나의 길이는 보다 크다.

  따라서 개의 간격 중 적어도 하나에 원 을 배치할 수 있다. 그러므로 이 

      ⋯ 들을 접하게 하지 않고, 임의의 위치에       ⋯ 을 모두 배치

하는 것은 항상 가능하다. 

MEMO
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6 서강대학교 수시2차
[문제 1] 다음 글을 읽고, 물음에 답하라.

제 시 문 1

실수와 유리수를 구분 짓는 핵심은 적합한 극한 이론 구성의 가능성과 관련된 

공리이다. 유리수는 수학을 위해 필요한 산술적 성질과 그 밖의 많은 중요한 성

질들을 갖고 있지만, 유리수만으로는 수렴하는 수열의 극한값을 표현할 수 없기 

때문에 체계적인 극한 이론을 위해서는 적당하지 않다. 예를 들면 를 소수 

째 자리까지 나타낸 항들로 이루어진 유리수의 수열     ⋯

는 명백히로 수렴하는데, 우리가 이미 알고 있듯이 해당 수열의 극한값 

는 유리수가 아니다. 이와 같은 이유로, 극한 이론에서 출발한 미적분학이 수학

적 체계를 갖추기 위해서는 완비성을 갖춘 실수의 구성이 필요하였다. 프랑스의 

수학자 코시(Cauchy)는 유리수에서 출발하여 유리수 수직선에 새로운 점들을 

추가하는 방식으로 실수의 집합을 구성했고, 이와는 다른 방식으로 완비성을 갖

춘 실수의 집합을 구성하는 방법은 이후에 독일 수학자 데데킨트(Dedekind)에 

의하여 개발되었다. 

  실수의 완비성을 공리로 구성하는 방법은 여러 가지가 있으며, 그 방법들은 

각각 서로 동치이다. 그 중 하나는 위로 유계인 단조증가 수열이 반드시 실수값

의 극한을 갖는다고 가정하는 것이다. 이를 수학적으로 표현하자면 무한수열 

과  어떤 양수   이 있어, 모든 자연수 에 대하여 ≤  이고   

이면, 수열 은 적당한 실수 에 수렴한다.  따라서 lim
→∞
   이다. 위에서 

언급한 실수의 성질을 수학자들이 공리로 받아들임으로써 순환하지 않는 무한

소수까지도 모두 실수에 속하게 된다. 

  단조증가 수열의 대표적인 예는 음이 아닌 항들로 구성된 급수의 부분합 수

열이다. 무한수열 의 각 항을 모두 더한 식을 무한급수 또는 간단히 급수라 

하고 
 

∞

  로 나타낸다. 이 급수에서 첫째항부터 항까지의 합   
 



  를 

급수의 제  부분합 또는 간단히 부분합이라 부른다.

  이렇게 정의된 부분합의 수열 이 에 수렴할 때, 급수 
 

∞

는 에 수렴

한다고 정의하고 
 

∞

    라 표기한다.  이러한 정의에 따르면  ① 급수 


∞

  가 
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수렴하는 경우 lim
→∞
    이다.  또한 두 수열 ,  이 각각 와 에 수

렴할 때,  임의의 실수  에 대해 수열  은 에 수렴한다는 것

으로부터, 두 급수  
 

∞

  , 
 

∞

  가 각각  와 에 수렴하는 경우 임의의 실수 

 에 대하여, 급수


∞

   는   에 수렴함을 알 수 있다. 

  위에서 언급한 실수의 완비성을 무한급수에 적용하면, ② 모든 에 대하여 

≤ ≤  이고 급수 
 

∞

  가 수렴하는 경우, 급수 
 

∞

  도 수렴하게 된다.  

마찬가지로 수열 의 각 항이 음수가 아닐 때, 모든 에 대하여  
 



≤  

을 만족하고 수열  이 수렴하면, 급수 


∞

  도 적당한 실수에 수렴한다. 이

에 대한 구체적인 예를 들자면 ③  







  을 이용해서 무한급수 


 

∞




이 수렴함을 보일 수 있다. 이는 해당 급수가 수렴하게 되는 극한값

을 구체적으로 찾지 않고서도 실수의 완비성으로부터 급수가 어떤 실수값에 수

렴함을 알 수 있다는 것을 의미한다.

[1-1] 밑줄 친 ①을 증명하라.

[1-2] 실수의 수열 에서 무한급수 
 

∞

   가 수렴하면, 
 

∞

도 수렴함을 증명

하라. (밑줄 친 ②와 ≤   ≤   임을 이용할 것)

[1-3] 밑줄 친 ③을 구체적으로 설명하라.

[1-4] 두 급수 
 

∞

   과 


∞

   가 모두 수렴할 때,  두 수열 , 

은 모두 수렴하는가? 
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[문제 2] 다음 글을 읽고, 물음에 답하라.

제 시 문 2

  미분 가능한 두 함수 와 가 있을 때, 곱의 미분법에 의하면 

의 도함수는 다음과 같이 구해진다.




 ′ ′  

  부정적분의 기호를 사용해서 위 식을 나타내면 다음과 같다.

 ′ ′    또는 

′ ′ 
  위 식을 정리하면 아래의 식을 얻는다.

′  ′
  이 식을 사용하는 적분법을 부분적분법이라 부른다. 또한 위 식에서    

그리고   라 놓으면   ′이고   ′이므로, 다음의 간편한 

식을 얻게 된다.


  부분적분법은 많은 경우 피적분함수가 두 함수의 곱으로 이루어진 경우에 적

용할 수 있다. 하지만 일반적인 곱의 적분법은 존재하지 않기 때문에 부분적분

법을 사용하여 부정적분을 구할 수 있는 경우는 한정되어 있다. 를 

예로 살펴보자.    그리고 ′   로 놓으면

   ′     이므로 부분적분법에 의하여 아래의 식을 얻을 수 있다.

    
    

  한편    그리고 ′ 로 놓고 부분적분법을 사용하면  ′    
이고    이므로 

 

 

   

를 얻게 되고, 이 식은 부정적분   을 구하는데 전혀 도움이 되지 않

는다. 따라서 부분적분법을 사용해서 부정적분을 구할 수 있는 경우라 하더라도 

어느 것을   어느 것을 ′  로 놓아야 할 것인가를 올바로 판단해야 한다. 

일반적으로 피적분함수가   과   (또는  , 또는 )의 곱일 때에는 

   그리고    (또는     또는  )라 놓고 부분적

분법을 반복 사용한다. 
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  이제 부정적분   을 살펴보자. 피적분함수 은 와 

의 곱으로 표시되어 있지만 부분적분법으로는   을 구할 수 

없다. 반면에   으로 치환하면    즉  


  가 되므로 

 
    


 


 

를 얻을 수 있다. 부분적분법을 정적분에 적용하면 다음 식을 얻는다.






′  




 ′

[2-1] 함수 가 연속인 2계 도함수를 갖고,     이고 

 ′   ′   일 때, 




″  의 값을 구하라.

[2-2] 이 2 이상의 자연수일 때

 

  

   임을 설명하고 이를 이용

하여  




   의 값을 구하라.

[2-3]  




  이라 놓을 때  lim
→∞



   이 성립함을 설명하라.

[2-4] 




  가 표준정규분포의 확률밀도함수임을 이용하여, 가 자연

수일 때 lim
→∞





 
  


  임을 증명하라. 

(단, 임의의 자연수 에 대하여 lim
→∞


   이다.)
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제시문 분석

1. 제시문 1

  급수의 수렴판정법 중에서 비교판정법(comparison test)와 적분판정법(integral 

test)을 소개하고 있다.

2. 제시문 2

  부분적분법의 일반적인 방법을 소개하고 있다.

논제 분석

[논제 1-2]

  주어진 힌트를 활용하면 무한급수 
 

∞

 가 수렴(절대수렴, absolutely convergence)

하면, 
 

∞

도 수렴함을 보일 수 있다.

[논제 2-4]

  확률밀도함수의 그래프와 축으로 둘러싸인 부분의 면적이 1이므로  그 반은 

lim
→∞










  


이다. 

배경지식 쌓기

1. 비교판정법(comparison test)

  모든 에 대하여 ≤ ≤  이고 급수 
 

∞

  가 수렴하는 경우, 급수 
 

∞

  도 

수렴한다.

<증명>  모든 에 대하여 ≤ ≤  이므로

≤ ⋯≤ ⋯

  이때 
 

∞

가 로 수렴하면 
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≤ ⋯≤ ⋯≤
 

∞



가 성립한다. 급수 
 

∞

의 부분합 수열 이 증가수열이고 위로 유계이므

로 lim
→∞


 

∞

는 수렴한다. 

2. 삼각함수의 적분

  일반적으로 삼각함수 거듭제곱의 적분은 부분적분을 이용하면 다음과 같은 점화

관계식을 얻을 수 있다.

   

  

 

  

  

풀어보기

1. ‘급수 
 

∞

  가 수렴하면 lim
→∞
  ’ 이지만 그 역은 성립하지 않는다. 그 예를 

두 가지만 들어라.

2. 실수 전체의 집합에서 미분가능한 함수 가 있다. 모든 실수 에 대하여 

  ′이고, 

   ,  







   (    )

일 때, 







의 값을 로 나타내어라.10)

10) 2011 대수능
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R. Dedekind(1831~1916)

그림 출처: Wikipedia

읽기 자료

완비성 공리11)

  실수의 집합은 유리수의 집합처럼 사칙연산을 자유롭게 할 수 있는 성질을 가지

고 있으며, 임의의 두 실수의 크기를 비교할 수 있으며 극한도 자유롭게 사용할 수 

있다. 이와 같이 극한을 이용하여 함수의 다양한 성질을 밝히는 수학 분야를 ‘해석

학(Analysis)’이라고 한다. 

  17세기에 창안되어 급격히 발전한 수학의 분야로 미적분학을 들 수 있다. 이 분

야는 극한 개념을 기초로 이루어진 것으로, 극한 개념을 제대로 다루려면 실수의 

성질을 완벽하게 이해할 필요가 있다. 물론 초창기의 미적분학은 다분히 직관적인 

방식으로 다루어졌다. 실수라는 것도 이미 인간이 어느 정도 알고 있는 것으로 치

부되었다. 그러나 미적분학의 수준이 점점 높아지면서, 유리수와는 다른 실수의 성

질 때문에 직관과는 다른 결과들이 발견되기 시작하였다. 이런 상황에서 미적분학

을 엄밀히 다루려면 실수가 무엇인지 제대로 설명할 수 있어야 하였다. 여기에 성

공한 두 위대한 인물이 독일의 수학자 데데킨트

(Richard Dedekind)와 칸토어(Georg Cantor)였다.

  그들은 유리수를 이용하여 실수를 구성하는 독창적인 

방법을 제시하였다. 데데킨트는 유리수를 두 집합으로 

나누는 절단(cut, 독일어로 Schnitt)이라는 개념을 이용

하였고, 칸토어는 유리수로 이루어진 무한수열을 이용

하였는데, 나중에 수학자들은 이 두 방법이 사실상 같은 

결과를 나타낸다는 것을 증명할 수 있었다. 여기서 두 

수학자의 방식을 엄밀하게 설명하기는 어려우니, 고대 

수학자들이 실수를 다룬 방식과 관련지어 설명하겠다.

  먼저 데데킨트의 방식은 다루려는 실수보다 작은 유

리수와 큰 유리수의 두 집합으로 나누어 집합 자체를 

수처럼 다루는 방식이다. 즉, 실수 하나가 유리수 집합

을 둘로 절단한다. 이것은 실수의 모델인 수직선에서 착안한 것으로, 수직선 위를 

빼곡히 채우고 있는 유리수를 이용하여 유리수로 채우지 못하는 빈틈인 무리수를 

설명하려는 것이다.

  한편 칸토어의 방식은 무한소수를 이용한 것이다. 무한소수가 실수를 나타내므로, 

무한소수를 직접 다룰 수는 없다. 따라서 유한소수를 무한히 늘어놓는 수열을 생각

하고, 이 수열 자체를 하나의 수처럼 다루는 방식이다. 데데킨트의 방식처럼 집합을 

수처럼 다루거나 칸토어의 방식처럼 수열을 수처럼 다루는 것은 처음에는 무척 어

색하게 보이지만, 여기에는 현대 수학의 철학이 잘 반영되어 있다고 할 수 있다.

11) 네이버 캐스트 수학산책 중에서
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  이렇게 만들어진 실수는 유리수와는 다른 특징이 많다. 실수와 유리수 모두 무한

히 많지만, 집합론의 관점에서는 무한한 정도가 다르다. 이를 농도라고 한다. 자연

수, 정수, 유리수의 농도는 모두 같으나, 실수는 더 큰 농도를 갖는다. 또, 유리수로 

이루어진 수열이 어떤 값에 무한히 가까워진다고 해서 그 값 자체가 유리수라고는 

할 수 없지만, 실수로 이루어진 수열이 어떤 값에 무한히 가까워진다면 그 값은 반

드시 실수가 된다. 이것은 실수의 모델인 수직선이 빈틈없이 연결되어 있다는 점을 

생각하면 당연해 보이기도 한다. 이와 같은 성질을 완비성(completeness)이라 한다. 

이것은 유리수와 실수를 구분하는 가장 큰 특징이기도 하며, 이 때문에 실수를 이

해하기 위해서는 극한의 개념이 반드시 필요하다.

예시 답안

풀어보기 1

    


(조화수열) 과   



풀어보기 2

  




⋅ ⋅ 







⋅ ′

                     ⋅  ⋅  









그런데,   ′이고  이므로   ′ 
∴ 





⋅
















⋅


(∵  → )

                   







 

논제 1-1

  급수 
 

∞

이 로 수렴한다고 하면 lim
→∞
   lim

→∞
  이다.

     에서 

lim
→∞
  lim

→∞
   lim

→∞
 lim

→∞
    

이다. 
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논제 1-2  

  모든 자연수  에 대하여 ≤   ≤  이고, 
 

∞

  가 수렴하므로 
 

∞

   

라 둘 수 있다.      라 하자. ② 번에 의해 
 

∞

도 수렴하므로 그 합

을  ′라 두면 
 

∞

   ′ 이다.    이고 

 


 

∞

  
 

∞

 
 

∞

 
 

∞

  ′

이므로 무한급수는 
 

∞

   ′ 으로 수렴한다.

논제 1-3  

  함수 를 


≥로 두면, 는 감소함수이므로

⋯≥




  이고, ⋯≤




  이

다.(아래 그림참조)





 

   





 

  

  따라서

⋯≤






이다. 한편,  






에서  로 치환하면 가 → 까지 변할 때 

는  → 까지 변한다. 그리고 


 이므로
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 
















 







 














을 얻는다. 이때 lim
→∞

 


로 수렴한다. 

  따라서    

 이라 두면 lim

→∞
 





 에 수렴하

고 
 






≤  을 만족하므로 제시문에 의하여 무한급수 


∞




이 수렴

한다.

논제 1-4

  제시문에 의하면 두 급수 
 

∞

  과 
 

∞

   가 모두 수렴할 때 임의

의 실수  에 대하여 
 

∞

   는 수렴한다. 

(ⅰ)  


  


이면 

 

∞



  


 

 

∞

 이므로 
 

∞

는 수렴

한다. 따라서 lim
→∞

  이다.

(ⅱ)  


  


이면 



∞



  


 

 

∞

 이므로 
 

∞

는 수

렴한다. 따라서 lim
→∞

  이다.

(ⅰ)과 (ⅱ) 에 의해 두 수열 , 은 모두 으로 수렴한다.

논제 2-1

  부분적분법에 의하여






″  ′ 




 ′ ′ ′   

논제 2-2

    ‧ 에서     ′ 라 놓고 부분적분

법을 사용하면  ′   ․ 이다.
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  ‧ ․ ․  
가 된다.  이므로

 ․  ․ 
․  

  오른쪽 마지막 항을 왼쪽으로 이항하여 정리하면

 ․   
  즉,



 ․ 

 

이다. 여기서  






라 두면  






  


이고 

 






 



  이다. 따라서






 





 ․


















 










 

 ‧ 
를 얻는다. 이 과정을 계속하면




 


  ⋯ ⋯‧

⋯‧ ‧
   ⋅⋅⋯

⋅⋅⋯




가 된다. 이 값은 다음과 같은 표현도 가능하다. 

 






  ․
 ․



논제 2-3

  위와 같은 방법으로 하면

 


  ⋯

 ․
 ․


⋯ 

 ․



             ⋅⋅⋯
⋅⋅⋯

 (또는  

․
)
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이고,   ⋅⋅⋯
⋅⋅⋯

임을 알 수 있다.

  그리고 


≤≤에서 ≤≤이므로 ≤≤ 이고 








≤






≤






 

가 되므로  ≤ ≤  , 즉, 


≤


≤

 
이다.

  여기서 

 



이므로 lim

→∞



  lim

→∞


 
  가 되고 조임정리에 의해 

lim
→∞



 

이다. 

(교육과정 외 풀이) 

   과  을 직접 구하여 대입하면

lim
→∞



 lim
→∞


 ‧
 ‧
 ‧
 ‧

⋯

 ‧
 ‧



을 얻는다.

 


 lim
→∞


 ‧
 ‧
 ‧⋯ ‧

 ‧


 (Wallis Product)

이므로 lim
→∞



 을 구할 수 있다.

논제 2-4

   
′ 이므로 

 
 이다. 따라서






 






 


   
 










  


이다. 여기서    
 




   

 







 

 ‧






이므로 문제의 조건에 

의해

lim
→∞

  
 




 lim
→∞


 ‧






 



수리논술 나침반 Ⅲ

 72 

이다. 그러므로

lim
→∞





  
  lim

→∞






  


이다. 따라서  






   
 





  


 ⋯

 ⋯‧




 


이다. 또한 




 가 확률밀도함수이므로

lim
→∞










  


이고 lim

→∞






 


 이다.

lim
→∞






   
  lim

→∞

⋯‧




 


⋯․









이다. 즉

lim
→∞





  
 




이다.

MEMO
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7 서울대학교 정시
✾ 다음 제시문을 읽고 논제에 답하시오.

제 시 문

(가) 우리 주변에서 발생하고 있는 여러 가지 현상들 중에는 과거에 일어났던 

일에 영향을 받는 경우가 많이 있다. 이러한 현상을 수학적으로 표현해 보면 시

간에 따른 적분에 의존하고 있음을 알 수 있다. 예컨대, 환자에게 약물을 투여하

면 약물의 효과는 일정한 시간이 지난 후에야 나타나게 된다. 시간이 충분히 지

난 후 약물 농도가 평형상태로 수렴하는지, 만일 수렴한다면 평형상태가 주어진 

초기 조건과 시간 지연에 의해 어떻게 달라지는지를 예측하는 것은 약물의 생

체 적용에 있어 중요한 문제 중 하나이다.

  시간 지연에 따른 약물 농도의 변화는 수학적 모델링 과정을 통해 예측해 볼 

수 있다. 투여한 약이 작용 부위에 도달하는 시간을 지연 시간 라고 하자. 측

정을 통해 구간  에서 시간에 따른 작용 부위의 약물 농도값을 얻었을 

때, 구간  ∞에서 약물 농도 를 구하는 것은 매우 어려운 일일 수도 있

지만, 우리가 관심을 갖고 있는 평형상태의 존재성과 평형상태로의 수렴성은 수

학적으로 접근해볼 수 있다.

(나) 닫힌구간  에서 정의된 연속함수 가  를 만족할 때, 임의

의 실수 ∈를 택하면  인 점 ∈가 존재한다는 사실을 

연속함수의 ‘중간값의 정리’라고 한다. 이러한 는 여러 개 존재할 수도 있는데 

그 중 가장 작은 값을 이라 하면, 은 아래의 성질을 만족한다.

 일 때는  이고,  일 때는  이다. 

[논제 1] 을   인 실수라고 하자. 함수   ≤≤와 함수 

 ≥는 다음 관계식 (1), (2)를 만족하는 연속함수들이다. 

   ≤≤                   (1) 

 




 ≥                    (2)

구간  에서 함수 의 최댓값을 으로 정의할 때, 연속함수 

가 다음 부등식을 만족함을 보여라.
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 ≤   

※ 구간 에서 연속함수 에 대해서 

   부등식 




 ≤




  이 성립한다.

[논제 2] 논제 1과 같은 상황에서 수학적 귀납법을 이용하여  이상의 모든 정수 

에 대하여  ≥일 때,  ≤
  임을 보여라.

[논제 3] 약물의 효과를 알아보기 위해, 쥐에 특정한 약물을 투여하는 실험을 진행

하였다. 를 시간 에서 쥐의 특정 부위의 약물 농도라고 하자. 

  일 때 구간  에서 연속인 농도함수 를 측정하고, 또

한   일 때 의 변화에 관한 아래의 관계식을 세웠다.  

                          ≤≤          (3)  

 









    ≥         (4)  

이 관계식들로부터 연속함수 가 시간이 지남에 따라 상수인 평형상태 

∞로 수렴한다고 가정하고 ∞를 추측해보자. 시간 가 충분히 크면, 구

간  에서 가 ∞에 근접하므로 식 (4)로부터 아래 관계식을 

얻을 수 있다.

∞≈ 




∞






 ∞






이로부터 ∞을 아래와 같이 두고 실제로 가 이 값으로 수렴함을 보

이고자 한다.

∞ 

 




[3-1] 구간  에서 함수 ∞의 최댓값을 라고 하자. ≥일 때, 

∞≤
  임을 보여라.

[3-2] 가 무한대로 감에 따라 가 ∞로 수렴함을 보여라.
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제시문 분석

1. 제시문 (가)

  도입부로 논제에서 이야기하고 있는 수학적 모델의 의미와 질문 내용을 충분히 

이해할 수 있도록 관련 배경을 설명하고 있다.

2. 제시문 (나)

  논제 해결에 필요한 연속함수의 중간값 정리에 대해 설명하고 있다. 

논제 분석

[논제 1]

  수학적 증명 방법의 중요한 도구인 귀류법과 연속함수의 개념 및 성질을 얼마나 

잘 이해하고 있는지를 확인하는 논제이다.

[논제 2]

  수학 Ⅰ에서 배운 수학적 귀납법을 함수의 예측에 어떻게 적용할 수 있는지에 대

한 이해를 평가하는 논제이다.

[논제 3]

  약물 투여 실험 시 시간 지연 효과가 약물 농도의 평형상태와 평형상태로의 수렴

성에 어떠한 영향을 미치는지에 대한 이해를 평가하는 논제이다. 이 논제는 [논제 

1]과 [논제 2]를 활용하여 해결할 수 있는 논제이다.

배경지식 쌓기

1. 수학적 귀납법

  자연수 에 관한 어떤 명제 에서 명제 이 임의의 자연수에 대하여 성

립하는 것을 증명하려면, 다음 2가지를 증명하면 된다. 

  (1) 이 성립한다. 

  (2) 명제 가 성립한다고 가정한다면, 도 성립한다. 

  이와 같은 (1), (2)의 2 단계에 의해서 주어진 명제 이 모든 자연수에 대하여 

성립함을 보이는 증명법을 수학적 귀납법이라고 한다.
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2. 귀류법

  어떤 명제가 참임을 증명하려할 때 그 명제의 결론을 부정함으로써 가정(假定) 

또는 공리(公理) 등에 모순됨을 보여 간접적으로 그 결론이 성립한다는 것을 증명

하는 방법이다.

3. 중간값의 정리

  닫힌구간  에서 정의된 연속함수 가  를 만족할 때, 임의의 실

수 ∈를 택하면  인 점 ∈가 존재한다.

풀어보기

1. 다음은 모든 자연수 에 대하여 부등식


 












 ⋯ 

 ＞
이 성립함을 수학적 귀납법으로 증명한 것이다. 

<증명>

자연수 에 대하여

 





 ⋯ 


이라 할 때, ＞임을 보이면 된다.

(1) 일 때   







＞이다.

(2) 일 때 ＞이라고 가정하면, 일 때

 





 ⋯ 


 







   (가)

한편,   (나) 이므로 




 ＞ (다)

그런데 ＞이므로 

  

    

그러므로 (1), (2)에 의하여 모든 자연수 에 대하여 ＞이다.

(다)-(가)

위의 증명에서 (가), (나), (다)에 알맞은 것을 구하시오. 12)

12) 2005 대수능
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2. 열린구간  에서 정의된 함수   의 그래프가 다음 그림과 같다.

열린구간  에서 함수 를

 

로 정의할 때, <보기>에서 옳은 것을 모두 고르시오.13)

ㄱ. lim
→
가 존재한다.

ㄴ. lim
→
가 존재한다.

ㄷ. 함수 는  에서 연속이다.

[ 보  기 ]

13) 2007 대수능
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읽기 자료

수학적 귀납법14)

  우리는 때때로 양의 정수에 관한 어떤 명제가 모든 양의 정수에 대하여 또는 연

속한 정수의 유한 또는 무한 수열에 대하여 참임을 증명하고자 한다. 이런 증명은 

수학적 귀납법(mathematical induction)에 의하여 증명할 수 있다. 그 방법의 유효

성은 양의 정수에 대한 다음 공리에 의존한다.

[귀납적 공리]

를 다음 성질을 갖는 ℕ의 부분 집합이라 하자.

1. ∈
2. 만약 ∈이면, ∈이다.

그러면 ℕ

  이 공리에서 즉시 수학적 귀납법을 얻을 수 있다. 

[수학적 귀납법]

양의 정수 에 관한 명제 에 대하여

1. 이 참이고

2. 만약 가 참이면 도 참이라고 증명하면 은 모든 양의 정수 

에 대하여 참이다.

  대다수의 경우 이 모든 자연수 에 대하여 성립함을 보이고 싶어한다. 만약 

그것이 단지    ⋯  에 대하여 성립함을 보이고 싶으면 이 참

이고 또한 ≤≤의 에 대하여 가 를 유추함을 보이면 된다. 

참고로 는 양, 음 또는 등의 어떤 정수라도 좋다. 

  아래 문제는 수학적 귀납법을 잘못 사용하는 경우인데 어느 부분에서 오류가 있

는지 생각해 보자.

1. 다음 증명은 분명히 틀린 것이다. 어느 부분이 틀렸는지 찾아보자.

두 양의 정수  가 같다는 사실을 증명한다.

 








 ≥

   
라 하자.

    이면   이다. 

14) John B, Fraleigh(전창호 역), 현대 대수학
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  만약 이 모든 정수 에 대하여 참이면 어떤 두 개의 양의 정수 와 가 

같다. 수학적 귀납법을 이용하여 모든 양의 정수 에 대하여 을 증명하자. 

만약  ∈ℕ이고   이면     이다. 가 참이라고 가정하자. 

와 를   이 되는 정수로 두면   이므로 귀납법 

가정에서  이다. 그러므로   이고 은 참이다. 결론적으로 

은 모든 에 대하여 참이다.

2. 다음 논리가 옳은지 그른지 판단해 보자.

  모든 양의 정수는 어떤 흥미있는 성질을 가지고 있음을 보이자. 을 이 

흥미있는 성질을 가지는 명제로 하고, 수학적 귀납법으로 증명하고자 한다. 은 

자신의 제곱과 같다는 성질을 가지는 유일한 양의 정수이므로, 은 참이다. 

≤≤에 대하여, 이 참이라 하자. 만약 이 참이 아니라면, 

이 흥미있는 성질을 갖지 않는 가장 작은 정수일 것이다. 그 사실 자체가 

의 흥미있는 성질일 수 있다. 따라서, 은 참이다. 그러므로 은 모든 자

연수 에 대하여 참이다.

3. (가)에서 틀린 부분이 있다면 찾아보고 (나)의 답을 찾아보자.

(가) 어떤 살인자가 사형선고를 받았다. 그는 판사에게 사형 집행 날짜를 알려 

주지 말도록 판사에게 요구했다. 판사가 말하길 “나는 월의 어느날 오전 

시에 당신을 처형할 것을 선고하지만, 나는 그날 아침 시가 될 때까지 

당신이 처형될 것이라는 것을 알지 못하게 할 것을 약속한다.”고 했다. 그 

죄수는 감옥에 가서 다음과 같이 자기가 월에 처형될 수 없음을 증명하였다. 

을 “나는 월 일에 처형될 수 없다.”는 명제라 두자. 나는 

≤≤에 대하여 이 참임을 보이겠다. 자, 나는 월 일에 처형

될 수 없다. 왜냐하면 그 달의 마지막 날이고 나는 그 달에 처형되기로 되

어 있었으므로 시가 되기 전에 그 날이 처형날이라는 것을 알게 될 것이

고, 그렇게 되면 판사의 판결에 모순이 되기 때문이다. 따라서 는 참이

다. ≤≤에 대하여 이 참이라고 가정하자. 여기서 ≤이다. 

즉, 나는 월 일에서 월 일 사이에 처형될 수 없다고 가정하자. 

그러면 월 일이 처형하기 위한 마지막 가능한 날임에 틀림없다. 

그리고 나는 이 사실을 시 이전에 알게 될 것이고 그렇게 되면 판사의 판

결에 모순이 되기 때문이다. 따라서 나는 월 일에 처형될 수 

없다. 즉 은 참이다. 그러므로 나는 월달 내에 처형될 수 없다. 

(물론 그 죄수는 월 일에 처형되었다. 개인적인 생각이지만 이 죄수는 

매우 똑똑한 사기범이 아닐까 싶다.)
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(나) 한 교수가 월요일부터 금요일까지 주당 일간 강의한다. 그는 자기 반의 학

생들에게 말하길 마지막 주중에 한 번 더 시험을 치르겠지만 학생들이 강

의실에 와서야 그날이 시험치는 날임을 알게 될 것이다. 어느 요일이 이 조

건을 만족시키며 시험을 치를 수 있는 날이 되겠는가?
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예시 답안

풀어보기 1

  
 












 ⋯ 

 ＞  

  (1)  일 때,   










＞  
  (2) 일 때, ＞이라 가정하면

 





⋯

 ＞  
  일 때, 

 





 ⋯ 


 







 


  한편, 

＜ 
에서









 ＞






이다. 

∴




 ＞


    이므로

＞ 



 
 ＞  

이다. 

  그러므로 (1), (2)에 의하여 모든 자연수 에 대하여 ＞이다. 

풀어보기 2

  ㄱ. lim
→
 , lim

→ 
이므로 lim

→
는 존재하지 않는다.

  ㄴ. lim
→

 lim
→

  

      lim
→ 

 lim
→

 
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∴ lim
→
    ∴ 참 

  ㄷ.    

      lim
→

 lim
→

  

      lim
→ 

 lim
→ 

  

   ∴  lim
→
 이므로, 는  에서 연속이다. ∴ 참

  따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.

논제 1

  귀류법으로 증명하자.



이 성립하는 적당한 양의 실수 가 존재한다고 하자.

 


≤


≤ 

이고 함수 은 연속함수이므로 [중간값 정리]에 의해 인 점 ∈ 
가 존재한다. 또한 제시문 (나)에 의해 인 점 ∈ 는 여러 개 존재할 

수 있는데 그 중 가장 작은 값을 이라 하면, 은 아래의 성질을 만족한다.

  일 때는  이고,   일 때는  이다.

   

≤


≤ 

이므로  이라는 사실에 모순이다. 따라서 ≥일 때 

≤

이다.

논제 2

(ⅰ)  일 때, 부등식이 성립함을 증명하자.

 


≤




인데 [논제 1]에 의해 ≥일 때 
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≤

이다. 그러므로 






≤

이다. 

  따라서  일 때, 주어진 부등식이 성립한다.

(ⅱ) ≥일 때, 부등식이 성립한다고 가정하자. 즉,  ≥일 때, 

 ≤


이 성립한다고 하자.

  ≥ 인 임의의 에 대하여

 


 

≤







이고, 가정에 의해

≤


이므로 






≤


이다. 

  따라서 ≥ 이면

  
 
≤



≤


이다. 

  그러므로 이상의 모든 정수 에 대하여 ≥일 때, 

 ≤


이 성립한다. 

논제 3-1

   ∞ ,  ∞라 하자. [논제 3]의 (3)과 (4)에 의해  는 

연속이고  ≤≤일 때

  

이다. [논제 1]을 활용하기 위해 ≥일 때, 
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 






임을 증명하자.

  




 라 두면 

∞ 

 



에서 

∞  

이다. 그리고

 ∞ 




∞ 




∞∞






∞∞ 




∞






 ≥

이므로 ≥일 때, 

 






이다. 

  그러므로 함수   ≤≤와 함수 ≥는 다음 관계식 (1), (2)를 

만족하는 연속함수들이다.              

   ≤≤                    (1) 

 




 ≥                    (2)

  따라서 [논제 1]과 [논제 2]에 의해 구간  에서 함수 의 최댓값을 

라 하면 ≥일 때, 

 ≤


이고

∞≤


이다.
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논제 3-2

   ≤≤ 에서  →∞이면 →∞이다. 

  또한 모든 자연수 에서 

≤ ∞≤


이다. 

    이므로 →∞이면 
 → 이다. 

  따라서  lim
→∞

∞   이고 lim
→∞
∞이다.

MEMO
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8 서울시립대학교 모의
✾ 다음 제시문을 읽고 논제에 답하시오.

제 시 문

[문제 1]

  모든 모서리의 길이가 1인 정사면체, 정육면체, 정팔면체가 있다. 한 모서리를 

회전축으로 하여 각각의 정다면체를 회전시킬 때, 정다면체의 어떤 면 또는 단

면을 회전시킨 것으로 보면 되는가? 자신의 주장에 대한 이유를 밝히고, 세 개

의 회전체의 부피도 각각 구하시오.

[문제 2]

  좌표평면에서 세 점         이 원      위에 있을 

때, 다음 물음에 답하시오. 

(a) 삼각형 의 무게중심이  이면 삼각형 가 직각삼각형임을 보이

시오.

(b) 삼각형 의 무게중심이  일 때,      의 값의 

범위에 대하여 논하시오. 

(c) 삼각형 의 무게중심이 원      위에 있으면 삼각형 가 어떤 

꼴의 삼각형인지 논하시오.    
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제시문 분석

1. 문제 1

  문제 1에서는 정다각형의 한 축을 중심으로 회전한 회전체를 정의하고 있다.

2. 문제 2

  문제 2에서는 삼각형의 무게중심과 원 위의 임의의 세 점에서 정의된 삼각형을 

제시하고 있다. 

논제 분석

[문제 1]

  정다면체의 한 모서리를 축으로 회전시켰을 때, 그 모양을 예측하고 부피를 구할 

수 있는지를 묻고 있다. 정다면체의 한 모서리를 회전축으로 정하고 회전시킨 도형

의 모양은 실제로 그 도형이 품고 있는 넓이가 가장 큰 다각형의 한 모서리를 축으

로 회전시킨 것과 같음을 묻고 있다.

[문제 2]

  (1) 삼각형의 무게중심의 성질과 원에서 지름을 한 변으로 하고 호 위의 한 점을 

꼭짓점으로 하는 삼각형은 직각삼각형이 됨을 묻고 있다. 

  (2) 삼각함수의 합성 혹은 원에 접하는 직선의 최댓값을 묻고 있다.

 (3) 삼각형이 회전이동하면 삼각형의 무게중심도 따라서 회전이동한다는 사실을 

알고 있는지 묻고 있다.
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배경지식 쌓기

1. 회전체의 부피

  삼각형을 한 모서리를 중심축으로 회전시키면 원뿔 두 개를 엎어 놓은 모양이 되고 

사각형을 회전시키면 원기둥이 된다. 

2. 삼각형의 무게 중심

  세 점         을 지나는 삼각형 무게중심은 

  
 



  이다

3. 삼각함수의 합성

    단, 


 


4. 원에 내접하는 삼각형의 성질

  원에 내접하는 삼각형이면서 한 변이 원의 지름을 지나면 그 삼각형은 직각삼각

형이다.
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풀어보기

1. 정다면체는 정사면체, 정육면체, 정팔면체, 정십이면체, 정이십면체의 다섯 종류

뿐임을 오일러의 공식을 이용하여 증명하시오. 

(참고) 오일러의 공식: 구와 연결 상태가 같은 도형에서 모서리의 개수를 , 꼭

짓점의 개수를 , 면의 개수를 라고 하면,  이다.

2. 정다면체에는 정사면체, 정육면체, 정팔면체, 정십이면체, 정이십면체의 다섯 종

류가 있다. 이 중에서 꼭짓점 근처를 적당히 자르면 계속해서 정다면체를 만들 

수 있다. 이런 과정을 정다면체의 순환이라고 한다. 정사면체에서 각 꼭짓점 근

처를 규칙적으로 자르면 정팔면체, 정육면체에서는 정사면체, 정십이면체에서 정

육면체를 만들 수 있다. 그 이유를 간략히 서술하시오.

3. 정육면체 의 대각선  를   로 내분하는 점  는 ∆ 의 

무게중심임을 증명하시오.
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<그림 1> 오일러의 초상화 

읽기 자료

오일러 표수(특성수 혹은 공식)15)

  대수적 위상수학(algebraic topology) 혹은 다면

체 조합론(Polyhedral combinatorics)에서 오일러 

표수(Euler characteristic)란 위상기하학적 불변량

으로서, 위상공간 속의 도형이나 구조가 구부러지

는 것에 관계가 없는 값이다. 오일러-푸앵카레 표

수(Euler-Poincaré characteristic)라고도 부르며, 보

통 그리스 문자 로 표기한다.

  오일러 표수는 원래 다면체에서 정의되었고, 정

다면체의 분류를 포함한 다양한 다면체의 정리에 

관련하여 이용되었다. 이 개념을 이름 붙인 레온하

르트 오일러는 이 개념의 초창기 업적에 공헌이 있

고, 현대 수학에서는 호몰로지를 비롯한 다양한 개

념과 연결되어 있다.

  를 꼭짓점, 를 모서리, 를 면의 수라고 할 때 오일러 표수는 다음과 같다.  

    만약 구와 연결 상태가 같을 경우(homeomorphic) 오일러 표수의 값은 

그 모양에 관계없이 항상 2가 된다.

  우리는 흔히 점(꼭짓점)을 0차원 도형, 선분을 1차원 도형, 선분을 2차원, 입체를 

3차원 도형이라고 부른다. 일반적으로 차원 도형에서 차원 도형의 개수를 라고 

하면,    ⋯
  이라고 추측할 수 있다. 이것이 차원에서 일반

화된 오일러 특성수 혹은 오일러 공식이라고 할 수 있다.

도형의 이름 그림 오일러 표수 도형의 이름 그림 오일러표수

원 0 토러스 2

원판 1 이중토러스 -2

구 2 뫼비우스 띠 0

15) 오일러의 초상화와 아래의 내용은 위키피디아에서 발췌.



서울시립대학교 모의

 91 

무게중심을 확장하기16)

  다각형의 무게중심을 구하려면 다각형을 삼각형으로 나누고 그 각각의 삼각형의 

무게중심의 평균 위치를 구하면 된다. 이 때 삼각형은 큰 것과 작은 것이 있으므로 

넓이를 가중치로 하는 가중평균을 구하면 된다.

  다음 그림의 다각형  ⋯의 무게중심 좌표를 구하자.

  삼각형 에 대하여 넓이와 무게중심을 좌표를 통하여 구해 보면

넓이  

 
이고, 무게중심   




  이다.

  이와 같은 방법으로

  삼각형 에 대하여 넓이와 무게중심을 좌표를 통하여 구해 보면

 

 
,   




 이고

 

 
,   




 이다.

  무게중심의 위치벡터={(각 삼각형의 무게중심의 위치벡터)×(각 삼각형의 넓이)}/ 

(다각형 전체 넓이)이므로 

  다각형 전체의 무게중심 는 다각형 전체 넓이 를 사용하여 나타내면 

다음과 같다. 


이다.

16) 임채명의 “GSP를 이용한 볼록 n각형의 무게중심 작도”(석사 학위논문).
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예시 답안

풀어보기 1

  정다면체에서 꼭짓점의 개수를 , 모서리의 개수를  , 면의 개수를 라 하자. 

또 각각의 면을 구성하는 모서리의 개수를 , 꼭짓점에 모이는 모서리의 개수를 

개라고 하자. 그러면 각각의 면에서 모서리는 두 번씩 계산되므로   가 되고 

같은 방법으로 각 모서리에는 꼭짓점이 2개씩 계산되므로   이다. 이것을 오

일러의 공식에 대입하면 다음의 결과를 얻는다.

 




  




   
이다. 따라서 다음의 계산 결과를 얻을 수 있다.




  


 


  

  위의 식은 모두 자연수이므로 우리는 다음을 유추할 수 있다.

    , 이 식의 양변에 를 더하면 

  다시 위의 식에 을 곱하고 인수분해 하면 다음 식을 구할 수 있다.

   

  그런데 는 다각형을 구성하는 모서리(변)의 수이므로 이상이고, 는 다면체에

서 한 꼭짓점에서 모이는 모서리 수이므로 이상이다. 따라서 가능한 경우의 수는 

다음의 가지뿐이다.

      ; 이 경우는 정사면체이다. 

      ; 이 경우는 정육면체이다. 

      ; 이 경우는 정팔면체이다. 

      ; 이 경우는 정십이면체이다. 

      ; 이 경우는 정이십면체이다. 

(참고) 유클리드의 증명

  일반적으로 입체도형을 만들기 위해서는 한 꼭짓점에 적어도 3개의 면이 모여야 

한다. 왜냐하면 두 개의 면으로 입체를 만들 수 없기 때문이다. 그런데 한 꼭짓점에 

모인 다각형의 내각의 합이 보다 크면 볼록한 다면체를 만들 수 없다.

  정각형에서 한 내각의 크기는 


×이고 한 꼭짓점에 이것이 개 이상 모여 

있어야 하므로 


×≤인데 이것을 풀면 ≤이다. 즉, 정삼각형, 정

사각형, 정오각형만이 정다면체의 한 면이 될 수 있고 정육각형 이상은 될 수 없다. 
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  이제 정삼각형의 경우: 한 내각의 크기가 이므로 한 꼭짓점에 모일 수 있는 

정삼각형의 개수는 개, 개, 개이다. 개인 경우에는 정사면체, 개인 경우에는 

정팔면체, 개인 경우에는 정이십면체가 된다.

  정사각형인 경우: 한 내각의 크기가 이므로 한 꼭짓점에 모일 수 있는 정사각

형의 개수는 개이고 이 경우 정육면체가 된다.

  정오각형인 경우: 한 내각의 크기가 이므로 한 꼭짓점에 모일 수 있는 정사

각형의 개수는 개이고 이 경우 정십이면체가 된다.

  참고로 이 증명 방법에는 직관적인 요소가 있다. 그래서 오일러는 위와 같은 증

명을 하였다.

풀어보기 2

  정다면체의 꼭짓점을 규칙적으로 잘라서 만드는 정다면체의 순환은 아래의 그림

과 같이 만들 수 있다.

정다면체의 순환 구조 그림 방법

1. 정사면체에서 

정팔면체 만들기

정사면체의 각 모서리의 중점을 연

결하여 꼭짓점에서 생성되는  작은 

정사면체(기존의 절반의 크기)를 잘

라내면 왼쪽 그림과 같은 정팔면체

를 만들 수 있다.

2. 정육면체에서 

정사면체 만들기 

정육면체의 각 면에 대각선을 왼쪽 

그림과 같이 연결되게 그으면 6개의 

선분을 가진 입체도형이 되는데 바

로 정사면체이다. 따라서 면의 대각

선 3개와 한 꼭짓점을 포함한 삼각

뿔을 잘라내면 된다. 

3. 정십이면체에서 

정육면체 만들기

정십이면체의 면의 개수와 정육면

체는 모서리의 개수가 서로 같으므

로 정십이면체의 각 면 위에 선을 

하나씩 그려 그 선이 모서리가 되

도록 하면 정육면체를 만들 수 있

다. 오른쪽 그림에서 지붕 모양을 

하는 꼭짓점을 잘라내면 정육면체

를 만들 수 있다.
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풀어보기 3  

  오른쪽 그림과 같이     ,    , 

   ,    ,    ,    , 

   ,   로 좌표를 붙여주면 평면 의 

방정식은 








   즉,   …①을 얻는다. 

  또    …②를 얻는다.

  ②를 ①에 대입하면  ∴ 



  ∴점 는 

 


 

 이다. 이것은 점 가 ∆의 무게중심임을 의미한다.

문 제 1 17)

  정사면체의 한 변을 회전축으로 하여 회전시키면 <그림 1> 아랫면 또는 윗면삼

각형만 회전시켜 주면 된다. 왜냐하면 축과 만나고 있는 두 면 이외의 절단된 면은 

이등변 삼각형으로 높이가 


보다 작기 때문에 <그림 4> 한 변의 길이가 인 

정삼각형을 회전시킨 입체로 간주하면 된다.

  정육면체를 회전시킨 입체는 변의 길이가 , 인 직사각형을 길이 인 변을 회

전축으로 하여 회전시킨 입체로 간주할 수 있다. 왜냐하면 다른 절단면은 직사각형

은 되지만 한 변의 길이가 보다 작다는 것을 알 수 있다<그림 2>. 

  길이 인 정팔면체를 회전시키면 한 변의 길이가 인 정사각형을 회전시킨 입체

로 볼 수 있다. 왜냐하면 다른 절단면은 등변사다리꼴로 윗변의 길이는 보다 작고, 

사다리꼴의 높이는 정삼각형의 높이 


 부터 정사각형의 높이 까지 직선을 따

라 증가하므로 <그림 5> 높이는 보다 작게 된다. 정팔면체의 다른 변을 회전축으

로 하여 회전시키면 정팔면체의 대칭성에 의하여 여전히 같은 입체가 나오게 된다. 

  결론적으로 정사면체는 길이가 인 정삼각형을 회전시킨 것이고, 정팔면체는 길

이가 인 정사각형을 회전시킨 것이고, 정육면체는 길이가 , 인 직사각형을 회

전시킨 것이다.

  정사면체 회전입체 부피는 원뿔 개를 붙인 것으로 볼 수 있어서 ×

 
 



  
이고 정팔면체 회전입체 부피는 반지름과 높이가 인 원기둥으로 부피가   가 된다. 

정육면체 회전입체 부피는 반지름 , 높이가 1인 원기둥으로 부피가 2  가 된다.

17) 서울시립대 예시답안
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<그림 1> <그림 2>

<그림 3> <그림 4>

<그림 5>

문 제 2-a

  삼각형 의 무게중심이   이므로          이다.

  따라서 다음이 성립한다. 

 
  

  
 

, 


 

  
 

    
 

,    , 

     

[다른풀이 1]

  같은 방법으로    이므로 




 




,    

이다. 따라서     또는     또는   이다.  

    이면   이고        이므로  이다. 즉, 

 이고   이고      이다. 그런데 점 와 는 원점에 

대칭이므로 는 원점(중심)을 지나는 선분이므로 원    의 지름이다. 같은 

방법으로   이면 선분 가   이면 선분 가 원    의 지름이므로 

삼각형 는 직각삼각형이다. 
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[다른풀이 2]

  따라서 


 

  


이므로 다음이 성립한다. 

 




 

 

    이면   이고        이므로  이다. 따라

서 선분 가  원    의 지름이다. 

  같은 방법으로   이면 선분 가,   이면 선분 가 원    의 지

름이므로 삼각형 는 직각삼각형이다. 

문 제 2-b

  이면   이고  이므로 다음이 성립한다. 

      

[다른풀이 1] 
 

  이므로        ≤ ≤ 
 라 하면

     
 

 이므로 의 값의 범위는   이다. 

따라서   의 값의 범위는   이다. 

     또는   인 경우도 같은 방법으로 값의 범위는   이다. 

[다른풀이 2]     ≥ ≥,    라 하자. 직선  가 점   을 

지날 때 는 최솟값 , 직선  가    과 점 



 에서 접할 

때 최댓값 을 갖는다. 

 따라서 의 값의 범위는   이므로 

      의 값의 범위는   이다. 

     또는   인 경우도 같은 방법으로 값의 범위는   이다. 

문 제 2-c

  삼각형 의 무게중심을   (   ),  라 하고 ∠

라고 하자. 또 세 점   를 원점을 중심으로 시계 방향으로 각각 만큼 회전이

동 시킨 점을 ′ ′ ′이라고 하자. 이때, 삼각형 ′′′의 무게중심이  이므

로 (1)에서 보인 바에 의하여 삼각형 ′′′는 직각삼각형이다. 그런데 삼각형 

와 삼각형 ′′′이 합동이므로 삼각형 도 직각삼각형이다. 
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9 성균관대학교 모의
✾ 다음 제시문을 읽고 논제에 답하시오.

제 시 문

(가) 닫힌구간  에서 정의된 함수 의 구간위의 정적분 




  는 좌

표평면에서   와 축  와  로  둘러싸인 영역의 부호를 가진 넓이

로 해석될 수 있다.

(나) 함수  ∞→ ∞  가 <그림 1> 과 같이 ≥  에서 연속이고 증가

하는 일대일대응이라고 하자. 만약,  이고 ≥에서 의 역함수 

 가 모든 ≥에 대하여 존재한다면, <그림 1>과 같이 제시문 (가)로

부터 모든 양수     에 대하여 다음의 부등식이 성립함을 알 수 있다.

≤









⋯⋯⋯⋯⋯

[논제 1]   가 보다 큰 양수이고,   가 





   을 만족하는 양수일 때, 제시문 

(나)의 식(1)을 이용하여 모든 양수     에 대하여 다음 부등식이 성립함

을 논증하시오.(필요한 경우, ≠  실수일 때,   

   

임을 이용하시오.)

≤





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[논제 2] 제시문 (나)의 식 (1)에서 등호가 성립할 때, 와 의 관계를 <그림 1>로부

터 유추하고 또한 이로부터 <문제1>의 부등식에서 등호가 성립할 조건, 즉, 

  





가 성립할 조건을 추론하시오.

제시문 분석

1. 제시문 (가)

  정적분의 의미를 넓이로 해석하고 있다.

2. 제시문 (나)

  (가)에서 제시한 정적분의 의미로부터 부등식

 ≤











이 성립함을 그림을 이용하여 직관적으로 설명하고 있다.

논제 분석

[논제 1] 주어진 부등식을 나타내기 위한 적당한 함수를 선택하여 결과를 유도할 수 

있는가?

  [논제 1]에 추가로 주어진 조건을 관찰하여 


라는 항을 만들기 위해 필요한 일

대일대응이 되는 함수식을 찾고, 이 함수식을 이용하여 역함수를 구한 후 제시문 

(나)에 주어진 부등식을 이용하여 증명하면 된다.

[논제 2] 제시문 (가)에 나오는 <그림 1>을 기하학적으로 관찰하여 등호가 성립하는 

경우를 추론할 수 있는가? 

  [논제 1]의 부등식에서 등호가 성립하기 위해서는 두 양수    사이에    

인 관계가 성립하여야 하므로 [논제 1]에서 찾은 함수식에 대입하여 나타내면 된다.
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배경지식 쌓기

1. 일대일함수

  함수    →  에서 의 임의의 두 원소  에 대하여 

≠이면 ≠

일 때, 함수 를 일대일함수라고 한다.

2. 일대일대응

  일대일함수 중에서 치역과 공역이 같은 함수를 일대일대응이라고 한다.

3. 역함수

  함수    →  가 일대일대응일 때, 의 역함수는      → 로 나타내고

   ⇔  

와 같이 정의된다.

풀어보기

1.18) 다음 함수의 역함수를 구하시오.

  

2. 함수    의 역함수를 라고 할 때, 









의 

값을 구하시오.

3.19) 구간  에서 연속인 함수 의 역함수  가 존재한다.    , 






 




  일 때, 정적분 




의 값을 구하시오.

18) James Stewart. 미분적분학, 청문각, 2009
19) 유병근 외 2명. 한수위 적분과통계, 도서출판 한수위, 2010
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4. 정사각형 모양의 타일이 좌표평면에 그림과 같이 가로, 세로가 각각 축, 축과 

일치되게 놓여 있다. 이 타일에   와   의 그래프를 경계로 하여 파

랑색과 노랑색을 칠하려고 한다. 파랑색과 노랑색이 칠해지는 부분의 면적의 비

가   일 때, 




 의 값을 구하시오. (단, 함수 는 함수 의 역

함수이다)  (1997 대수능)

5. 두 점  를 지나고 역함수가 존재하는 함수   의 그래프가 아래 

그림과 같다. 




 


일 때, 

lim
→∞

 




 

 
 의 값은?20) 

20) 수능아우라 수리영역 수학Ⅱ 800제 (2010)
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읽기 자료

적분법의 역사

  적분법의 개념은 미분법의 개념과는 독립적으로 발달하였다. 그 기원은 곡선으로 

둘러싸인 도형의 넓이를 구하는 방법을 처음으로 논의한 그리스 시대로 거슬러 올

라간다. 아르키메데스(Archimedes ; BC 212 ∼ BC 287)는 포물선과 직선으로 둘러

싸인 도형의 넓이를 다음과 같이 구하였다. 아래 그림과 같이 선분 의 중점을 

지나고 포물선의 축에 평행한 직선이 포물선과 만나는 점을 라고 하고, 선분 , 

의 중점을 지나고 포물선의 축에 평행한 직선이 포물선과 만나는 점을 각각 , 

라고 하자. 포물선의 기하학적 성질로부터 다음이 성립함을 밝혔다.

△△


△

  아르키메데스는 이러한 생각을 반복하여 포물선과 직선으로 둘러싸인 부분의 넓

이를 다음과 같이 구하였다.

△


△


△


△⋯

△





⋯ 


△

  그러나 이 때에는 엄격한 뜻에서 극한의 개념을 이용하여 넓이를 구한 것은 아니

며, 처음으로 극한의 개념을 도입하여 넓이를 구한 사람은 케플러(Kepler, J ; 1571 

∼ 1630)이다. 케플러는 원의 넓이를 구하기 위해 원을 작은 삼각형으로 분할하여 

삼각형의 넓이의 합의 극한으로 원의 넓이를 계산하였다. 그의 방법은 선을 합하면

서 면적을 구하려는 생각으로 적분법과는 다른 방법으로 이루어진 것이다. 이러한 

극한에 의한 구분구적법은 뉴턴(Newton, I ; 1642 ∼ 1727)과 라이프니츠(Leibniz, 

G. W. ; 1646 ∼ 1716)에 의하여 정적분으로 연결되었다. 라이프니츠는 카발리에리

(Cavalieri ; 1598 ∼ 1647)의 방법을 따른 원리를 이용해 기하학적인 접선의 관점에

서 독립적으로 구적법(적분)과 접선법(미분)이 서로 역연산의 관계가 있음을 밝혔으
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Gottfried Wilhelm von Leibniz

그림 출처 : www.somangnote.com

며 그의 업적은 구적법과 접선법을 합리화하고  등의 기호를 써서 그들 사이

의 규칙을 확립하였다. 라이프니츠는 카발리에리의 불가분량의 합을 나타내는 라틴

어 sum의 첫 문자를 딴 S를 길게 늘인 문자로서 현대 

적분 기호인 을 처음 사용하였다. 또한 그는 적분을 

  와 같이 쓰는 것과 마찬가지로 미분과 

도함수를 오늘날 우리가 사용하는 것과 같이 쓰고 있

었다. 하지만 극한의 수학적인 정의를 사용하여 적분

의 개념을 정의함으로써 미적분학의 논리적 기초를 엄

밀하게 확립한 사람은 프랑스의 코시(Cauchy, A. L. ; 

1789 ∼ 1857)였고, 그 후 19세기 말경에 독일의 리만

(Riemann, G. F. B. ; 1826 ∼ 1866)에 의하여 보다 엄

밀한 적분법이 확립되었다. 그러나 리만적분법도 적분

법으로서 완전한 것이 못되었고, 프랑스의 르베그

(Lebesque, H. L. ; 1875 ∼ 1941)에 의하여 더욱 일반적인 적분론이 확립되었다. 

  적분이 실생활과 관련해서 사용되는 몇 가지 예로는 CT(Computed Tomography)

가 있다. CT란 병원에서 내장 기관의 상태를 알아 볼 때 쓰이는, 자르지 않고도 단

면을 볼 수 있는 장치이다. 우리말로는 ‘컴퓨터 단층촬영기’로 뇌를 단층촬영할 때 

뇌를 빙 둘러 가면서 X-ray를 비추어 맞은편에서 그 강도를 측정하는 것이다. 그러

면 X-ray가 가는 길에 있는 조직의 밀도를 하나의 함수로 볼 때 그 정적분 값을 

알 수 있게 된다. 이런 일을 계속해서 모든 방향에서의 적분값을 알면 계산에 의해 

뇌의 2차원적 밀도분포함수를 알아낼 수 있게 된다. 즉 CT의 컴퓨터가 하는 일은 

적분값으로부터 원래의 함수를 알아내는 것이다. 또한 댐이 받는 힘을 계산할 때도 

적분이 활용된다. 정해진 수면의 깊이에서 댐에 수직으로 미치는 수압이 일정하고 

댐의 폭과 댐에 일정 높이까지 물이 찾을 때 미치는 힘이 어떠한지 알아내려면 W

(힘)S(면적)×P(수압)으로 계산할 수 있다. 그러나 댐의 모든 면에서 수압이 일정

하지 않아 깊이에 따라 수압이 변하는데, 이것을 미분방정식을 세워 적분시키면 일

반방정식으로 구할 수 있다. 그 계산 결과로 댐이 받는 힘에 따라 댐의 밑부분 두

께와 윗부분 두께를 변화시켜 나가는 것이다.
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예시 답안

풀어보기 1

  함수 를   로 다시 쓰고 에 대하여 풀면 

   , 즉  

  와 를 바꾸어 쓰면,    이므로 역함수는    이다.

풀어보기 2

  ′    
 


 


이므로 는 증가함수이고, 일대일대응이다. 

따라서 역함수 가 존재하므로   ⇔  이다. 그러므로





















  ·· 

풀어보기 3

     ⇔  이므로











  









  ·· 이다. 따라서 











  


















  이므로 






 


이다.

풀어보기 4

    의 그래프가   의 그래프와 직선  에 대하여 대칭이므로 파랑색

이 칠해지는 두 부분의 넓이는 같다. 파랑색이 칠해지는 두 부분의 넓이를 각각  , 

노랑색이 칠해지는 부분의 넓이를 라 하면   ⋯㉠,       ⋯㉡ 

두 식을 연립하며 풀면    , 즉 




 
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풀어보기 5

  주어진 식의 lim
→∞

 




 

 ․
 는 <그림 1>과 같고, 이는 

→∞일 때, <그림 2>의 부분의 넓이이다. 는 의 역함수이므로 주어진 

부분의 넓이는 부분의 넓이 




와 같다. 

  그러므로 






 □의 넓이의 넓이







 


 


 

논제 1 21)

  


이라는 항을 만들기 위해서는  을 적분하여야 한다.  인 경우     

은 구간  ∞에서  ∞로 가는 일대일대응이 된다. 와 를 바꾸는 과정, 즉 

 에 대칭이동을 함으로써 역함수를 구할 수 있다. 

21) 성균관대 모의논술 해설 
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  역함수는    , 즉  




≥  가 된다. 제시문에서 주어진 식 (1) 

≤









  을 적용하고자 한다. 

     ,   




라 두면, 





















 


 이 되고, 











 










 















가 성립한다. 문제에서 는 





   을 

만족하므로, 


 이고, 따라서

  









 







 


 

이 성립한다.

  그러므로 식(1)의 우변은 





 가 되고, 따라서 주어진 부등식  ≤





 

가 성립한다.

논제 2

  부등식  ≤





 의 등호가 성립하는 경우는 <그림 1>로부터 직사각형의 

넓이와 적분영역의 넓이가 같아지는 경우이다. 즉,   를 만족하는 경우이다. 

[논제1]의 풀이에서 찾은 함수   에 적용하면, 주어진 부등식의 등호가 성립하

는 조건은     , 즉    이다.

MEMO
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10 성균관대학교 수시
✾ 다음 <제시문 1>을 읽고 [논제 1-1]와 [논제 1-2]를 풀이와 함께 답하시오.

제 시 문 1

  세 종류의 물질   의 농도는 시간에 따라 변한다. 시간 에서 물질   

의 농도를 각각   라 할 때 초기의 농도는 각각    

     이다. 세 물질이 반응을 시작하여 초 후 농도와 

초 후 농도는 다음 관계식을 만족한다.

  

 

 

여기서   는 양의 상수이고, 은 보다 크거나 같은 정수이다.

[논제 1-1] 물질     농도의 합은 시간에 관계없이 항상 일정함을 보이고, 그 값을 

구하시오. 

[논제 1-2]   

이고     


이라고 하자. 시간   초에서 물질 와 

의 농도의 합 을 구하시오. 또한 이 한없이 커질 때 

물질 의 농도 이 어떤 값으로 수렴하는지 구하시오. 
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✾ 다음 <제시문 2>를  읽고 [논제 2-1]과 [논제 2-2]를 풀이와 함께 답하시오.

제 시 문 2

  성균이는 다음의 카드놀이 게임을 하고자 한다. 에서 까지 숫자가 적힌 

장의 카드가 상자 안에 있다(여기서 은 양의 정수이다). 이 중에서 한 장의 

카드를 뽑아 숫자를 확인한 후 남은 장의 카드 중에서 한 장을 더 뽑는다

고 한다. 성균이는 두 번째 카드의 숫자를 확인하기 전에 이미 숫자를 확인한 

첫 번째 카드의 숫자보다 두 번째 카드의 숫자가 클 것인지 작을 것인지 정한

다. 두 번째 카드의 숫자를 확인하여 성균이의 예상과 맞으면 게임을 이기고, 예

상과 다르면 게임을 지는 것으로 한다. 만약 첫 번째 카드의 숫자가 보다 작

거나 같다면 성균이는 두 번째 카드의 숫자가 첫 번째 카드의 숫자보다 클 것

으로 예상하기로 했다. 또한 첫 번째 카드가 보다 큰 값이 나온다면 두 번째 

카드의 숫자는 첫 번째 카드보다 작은 숫자가 나올 것으로 예상하기로 했다.  

[논제 2-1]  인 경우, 즉 에서 까지의 숫자가 적힌 장의 카드를 가지고 게

임을 할 때, 성균이가 게임을 이길 확률을 구하시오.

[논제 2-2] 이 한없이 커짐에 따라 성균이가 게임을 이길 확률이 어떤 값으로 수렴

하는지 구하시오.

제시문 분석

1. 제시문 1

  세 종류의 물질   의 농도에 관한 점화식을 설명하고 있다.

2. 제시문 2

  논제 해결에 필요한 확률적 상황에 대해 설명하고 있다. 
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논제 분석

[논제 1-1]

  주어진 점화식에 관한 기초적인 변형을 할 수 있는가를 묻는 논제이다.

[논제 1-2]

  초기조건을 통해 점화식의 일반항을 구할 수 있는지를 묻는 논제이다.

[논제 2-1]

  일반화하여 논제를 해결하기에 앞서 특수한 경우를 통해 확률값을 구하는 과정을 

묻는 논제이다.

[논제 2-2]

  [논제 2-1]을 바탕으로 일반적인 경우의 확률값을 구하는 과정을 묻는 논제이다.  

배경지식 쌓기

1. 수열의 점화식

  수학에서 점화식(Recurrence relation)이란 수열의 항 사이에서 성립하는 관계식

을 말한다. 즉, 수열 의 각 항 이 함수 를 이용해서

    ⋯   

처럼 귀납적으로 정해져 있을 때, 함수 를 수열 의 점화식이라고 하며, 또한, 

수열 은 점화식 에 의해 정의된다.

  점화식을 푼다는 것은 귀납적으로 주어진 수열 의 일반항 을 의 명시적

인 식(Explicit formula)으로 나타내는 것을 말한다.

2. 확률의 덧셈정리 (addition theorem of probability)

  어떤 개의 사건(event) 와 가 동시에 나타날 수 없는 경우에 이 두 사건을 

서로 배반사건이라고 한다. 

  개의 사건 와 가 배반사건일 경우에   또는 가 일어날 확률을 ∪

라고 하면 ∪인데, 이를 확률의 덧셈정리라고 한다.
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풀어보기

1. 자연수 에 대하여 크기가 같은 정육면체 모양의 블록이 열에 개, 열에 개, 

열에 개, ⋯ , 열에 개 쌓여 있다. 블록의 개수가 짝수인 열이 남아 있지 

않을 때까지 다음 시행을 반복한다.

  블록의 개수가 짝수인 각 열에 대하여 그 열에 있는 블록의 개수의 


만큼의 

블록을 그 열에서 들어낸다.

  블록을 들어내는 시행을 모두 마쳤을 때, 열부터 열까지 남아 있는 블록의 

개수의 합을  이라 하자.

  예를 들어,         이다.

 lim
→∞


  
 



일 때, 의 값을 구하시오. (단, 와 는 서로소인 자연수이다.) 22)

2. 주머니 안에 스티커가 개, 개, 개 붙어 있는 카드가 각각 장씩 들어 있다. 

주머니에서 임의로 카드 장을 꺼내어 스티커 개를 더 붙인 후 다시 주머니에 

넣는 시행을 반복한다. 주머니 안의 각 카드에 붙어 있는 스티커의 개수를 으로 

나눈 나머지가 모두 같아지는 사건을 라 하자. 시행을 번 하였을 때, 회부터 

회까지는 사건 가 일어나지 않고, 회에서 사건 가 일어날 확률을 


라 하

자. 의 값을 구하시오. (단, 와 는 서로소인 자연수이다.)23)

22) 2011 대수능
23) 2010 평가원
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읽기 자료

수열의 극한의 의미 

  수열의 극한에 대한 의미를 다음 기본명제를 가지고 설명해 보자.

  기본 명제 : “수열 


의 극한은 이다.” (기호로는 →∞일 때 


→ )

  여기서 수열 


이란  


 


 


⋯ 과 같이 무한히 계속되는 수의 열을 말한다.

[의미]

  ① 이 ∞로 증가할 때 수열 


의 값은  에 충분히 가깝게 다가간다.

  ② 여기서 ‘가깝다’는 것은 


과 그 극한    과의 거리가 결국(이 충분히 커

지면) ‘원하는 만큼 얼마든지 적게’ 될 수 있음을 의미한다.

  ③ ‘원하는 만큼 얼마든지 적게’란 ‘가까움’의 기준을 얼마든지 까다롭게(즉, 얼마 

든지 가깝게) 정할 수 있음을 의미한다. 

  예컨대, 가까움의 기준을 우선  로 잡아보자. 그러면, 이 충분히 커지면

(보다 구체적으로, 이 보다 더 커지면) 그 이후 수열의 모든 값은




 


 


⋯

등이 되며, 이들과 극한    과의 거리는  보다 작아진다. 이 점은 아래 

그림에서도 확인된다. 

  다음으로, 가까움의 기준을 더 엄격하게  로 잡아보자. 그러면, 이 충

분히 커지면(보다 구체적으로, 이 보다 더 커지면) 그 이후 수열의 모든 

값은










⋯

등이 되며, 이들과 극한    과의 거리는  보다 작아진다. 
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  ④ 수열의 극한은, 그 수열의 처음 몇 항들의 값에 구애받지 않으며 이 충분히 

커진 후의 값들에 의해 좌우된다. 따라서, 수열 
  , 즉 

  


 


⋯

의 극한도 역시 이다. 그리고 수열 
 의 극한 역시 이다.

극한과 비극한

  위 논의를 보면, 아주 작은 수, 예컨대,  은 어떻게 

보면 과 크게 다르지 않으며, 따라서 수열 


의 극한이 될 수 있을 것 같이 생각

되기도 한다. 즉, 이 무한히 커질 때 수열 


이 결국 이 작은 수 

 에 가까이 간다고 말할 수 없을까? 그 답은 “그렇게 말할 

수 없다”이다. 

  이 점을 증명하기 전에 이보다 좀 큰 수  에 대해 생각해 보자. 우리는

“ 은 수열 


의 극한이 아니다.”

라는 점을 아래와 같이 보일 수 있다.

[설명]

  어떤 작은 값 을 잡아보면, 어떤 값 이후의 수열의 값들이 모두 에서 

보다 더 떨어져 있게 됨을 의미한다.

  예컨대, 가까움의 기준으로서 우선  를 잡아 보자. 이 경우, 이 

( 


)보다 커지면(즉,  부터) 수열의 값 


과  간의 거리는 바로 이 

기준  보다 더 커진다.  왜냐하면 
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→





→





  

이므로

 


 


   

이기 때문이다.

예시 답안

풀어보기 1

   열 짜리 블록의 개수는

    ⋯    ⋯    ⋯⋯ ㉠

㉠에서 회 시행 후 홀수는 그대로 두고 짝수는 로 나누어 나타내면

    ⋯     ⋯⋯ ㉡

과

    ⋯    ⋯⋯ ㉢

으로 표시된다.

  시행을 모두 마쳤을 때, 남은 블록의 합은

i) ㉠은   

ii) ㉡은     ⋯    

  
   

iii) ㉢은  

    ∴     ← 계차수열을 이용하자.

       
 

 

  

  




 ∴ 


 lim
→∞




 





∴   
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풀어보기 2

  카드에 붙어 있는 스티커의 수를 으로 나눈 나머지를   로 나타내기로 하자. 

  카드에 붙어 있는 스티커의 수를 으로 나눈 나머지가 각각    이면 두 번

의 시행으로는     또는     또는   를 만들 수가 없다. 

  또한, 세 번의 시행으로 나올 수 있는 모든 경우의 수는 ×× 

이고 세 번의 시행에서   이 되는 경우는

  →  →  →  

  →  →  →  

  →  →  →  

의 가지이고     또는    가 될 수 있는 경우도 각각 가지씩이다. 

  따라서 번째 시행에서 사건 가 일어나지 않을 확률은

  


 



이다. 또한, 번의 시행 후에는 모든 카드에 붙어 있는 스티커의 수를 으로 나눈 

나머지가     또는     또는     또는      이므로 번째, 번째 

시행에서는 사건 가 일어나지 않고 번째 시행에서 사건 가 일어날 확률은 같

은 방법으로 생각하면 


이다. 따라서 구하고자 하는 확률은

××


×××


 



∴ 

논제 1-1

  초 후 물질   농도의 합은 이다.

  제시문에서 주어진 식을 변변 더하면 



이다.

  따라서

 

이다.
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논제 1-2

    

이고     


일 때 세 물질   가 반응을 시작하여 초 후 농

도와 초 후 농도는 다음 관계식을 만족한다.

 

 


 


 ⋯⋯가

 

 





 ⋯⋯ 나

 

 





 ⋯⋯ 다

  이라 하고 (가)와 (나)를 변변 더하면

 

 




이고

  ⋯⋯ 라
이다.

  (라)를 (다)에 대입하면

 

 


 




이고

 




 

이므로 정리하면

  단    
이다.



에서

 
 


 단 ≥
이고

 
 


이다.

  그러므로

 
 

 


 


이고
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 
 


 단 ≥
이다.

   
 


이므로 의 값은

 
 



이다.

  또한 이 한없이 커질 때  
 


은 에 수렴한다. 

  물질   농도의 합은 시간에 관계없이 항상 일정하므로 물질 의 농도 

은 

 

에 수렴한다.

(다른 풀이) 

  가나를 하면

 






 







 




  이라 두면

 

  

이다. 

 



이므로 

  은 첫 항이  , 공비가 


인 등비수열이다.

  따라서 일반항은 
 


  ⋯이다.

  그러므로 


 




이다.
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  또한   lim
→∞
 이므로

 lim
→∞
 lim

→∞

  

이다.

논제 2-1

   일 때 성균이가 이기는 경우는 다음과 같다.

첫 번째 카드 두 번째 카드 확률

 ～ 


×



 ～ 


×



 ～ 


×



 ～ 


×



 ～ 


×



 ～ 


×



 ～ 


×



 ～ 


×



 ～ 


×



 ～ 


×



  따라서  일 때 성균이가 이길 확률은








×

 
 





×

  

 



이다. 그러므로 구하는 확률은 


이다.
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논제 2-2

  성균이가 이길 확률은


 





×

  
 





×

 
 

 



 
 






 
 



  

이다.

  따라서 이 한없이 커짐에 따라 성균이가 게임을 이길 확률은 

lim
→∞

 

 



이다.

MEMO
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11 숭실대학교 수시
✾ 제시문 (가)와 (나)를 읽고 논제에 답하시오.

제 시 문

(가) 이산확률변수 가 가지는 값들이     ⋯일 때 의 기댓값 

는 다음과 같이 정의한다.


 

∞

 

여기서 는 가 일 확률을 의미한다.

예를 들어 의 눈이 한 번 나올 때까지 반복적으로 주사위를 던지는 실험을 할 

때 주사위를 던진 총 횟수를 확률변수 라고 하면 가 가지는 값들의 집합은 

   ⋯이며, 의 확률분포는 다음의 표와 같다. 

     ⋯  ⋯

 



 ․
 

 
․
 

 
․

⋯ 

 
 ․


⋯

이때  의 기댓값 는 아래의 (식①)을 이용하여 다음과 같이 구할 수 있다.

 
 

∞


 
 ․

 

일반적으로 인 상수 에 대하여 다음의 무한급수는 수렴

하고 그 합은 


 

∞

  ⋯


⋯⋯⋯식①

  

(나) ‘숭실 햄버거’ 가게에서 판촉행사의 일환으로 어린이 고객이 한 개의 햄버

거를 살 때마다 세 종류의 장난감      가운데 하나를 임의로 선택하여 나누

어 주고 있다. 고객은 장난감 종류를 결정할 수 없고, 햄버거 가게에는 세 가지 

장난감이 동일한 비율로 무수히 많이 준비되어 있다. 즉, 고객이 한 개의 햄버거

를 새로 살 때 각각의 장난감    를 받을 확률은 


로 동일하다.

 이 햄버거 가게에서 고객이 한 번에 한 개의 햄버거를 살 때, 한 세트(장난감 

종류별로 한 개씩)의 장난감을 수집할 때까지 구입한 햄버거의 개수를 확률변수 
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라고 하자. 한 세트의 장난감을 수집하기 위해서는 최소 개 이상의 햄버거

를 구입해야 한다. 의 값에 따라 다음의 표와 같이 상황을 설명할 수 있다.

사건 설명

 세 번 모두 다른 종류의 장난감을 받음


처음 세 개의 햄버거를 살 때까지는 두 종류의 장난감을 받고, 네 번

째 살 때 남은 한 종류의 장난감을 받음


처음 네 개의 햄버거를 살 때까지는 두 종류의 장난감을 받고, 다섯 

번째 살 때 남은 한 종류의 장난감을 받음

⋮

[논제] 제시문 (나)의 상황에서 다음 질문에 답하시오.

(1) 과 를 계산하는 과정을 기술하고, 그 값을 구하시오. 

(2) 이상의 자연수 에 대하여 을 에 관한 식으로 나타내시오.

(3) 논제(2)의 결과를 이용하여 기댓값 를 구하시오.

[도움말]

․인 사건은 마지막 번째 받은 장난감이 인 경우, 인 경우, 인 경우

로 나누어진다.

․제시문 (가)의 (식①)을 활용하여 기댓값 를 계산할 수 있다.

제시문 분석

1. 제시문 (가)

  이산확률변수  의 기댓값에 대한 정의와 예제를 통해 기댓값의 계산법을 공식과 

함께 설명하고 있다.

2. 제시문 (나)

  이산확률분포를 가지게 되는 문제 상황을 구체적인 예제를 통해 언급하고 있다. 
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논제 분석

[논제]

  (1) 제시문 (나)에서 주어진 이산적 상황을 이해하고 주어진 확률변수에 대한 확률

을 계산할 수 있는가에 대한 논제이다.

  (2) (1)을 일반화하여 일 때 경우를 이해하고 이것의 확률을 계산할 수 있

는지에 대한 논제이다. 

  (3) (2)의 결과를 이용하여 제시문 (가)에서 제시한 기댓값의 정의와 무한급수의 

계산식(식①)을 적절히 활용하여 제시문 (나)의 기댓값을 계산할 수 있는지를 

알아보는 논제이다. 

배경지식 쌓기

이산확률변수와 확률분포

1. 이산확률변수 : 변수 가   ⋯   중에서 어느 값을 갖고, 각각에 대한 확

률이   ⋯  으로 정해질 때, 를 확률변수라 한다. 이 때, 확률변수  가 

유한 개의 값을 취할 때, 를 이산확률변수라 하고, 이산확률변수 가 를 취

할 확률을 로 나타낸다.

2. 확률분포 : 확률변수 가 취하는 값 와 각각에 대한 확률 와의 대응 관계

   …  …  계

   …  …  1

3. 확률분포의 성질 : 확률분포        ⋯ 에서

  ① ≤ ≤              ② 
 



  

  ③ 또는   (단, ≠)

4. 이산확률변수의 평균과 분산

  이산확률변수 의 확률변수가        ⋯ 일 때,

  (1) 평균(기댓값) : 
 





  (2) 분산 : 
 



 
 



  (3) 표준편차 : 
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풀어보기

1.24) 이산확률변수 의 확률분포표는 다음과 같다.

    …  계

    …  

 (단,  ＞이고      ⋯ 이다.)   

  집합 ∣≤ ≤ 에서 정의된 두 함수    가

 ≤ ≤ ,  ＞
일 때, <보기>에서 옳은 것을 모두 고른 것은?

<보 기>
ㄱ.    

ㄴ. ≤ ≤  

ㄷ. ≤ ≤  

  ① ㄱ ② ㄷ                     ③ ㄱ, ㄴ     

  ④ ㄱ, ㄷ              ⑤ ㄴ, ㄷ 

2.25) 그림과 같이 반지름의 길이가 인 원의 둘레를 등분한 

점에 부터 까지의 번호를 하나씩 부여하였다. 한 개의 주

사위를 두 번 던져 나온 눈의 수에 해당하는 점을 각각 

 라 하자. 두 점    사이의 거리를 확률변수 라 할 

때, 의 평균과 표준편차를 구하시오.

24) 한국교육과정평가원 (2006)
25) 한국교육과정평가원 (2008)
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읽기 자료

여러 가지 이산확률분포26)

1. 음이항분포

  사건 가 발생할 확률이   (  )인 독립시행을 반복할 때, 사건 가 번 

발생할 때까지 시행한 횟수를  라고 하면 는 확률변수가 된다. 이때,  의 분포를 

음이항분포라 한다. 또, 사건 가 번 발생할 때까지 시행한 횟수를 이라고 하면

    
   ,  , , ⋯

이다. 또한 이 시행을 무한히 반복하면 언젠가는 사건 가 번 일어날 것이므로 


 

∞

 

이 성립함을 예상할 수 있다.

  음이항 분포를 따르는 확률변수  의 기댓값(평균)을 구해보자.

   
 

∞

   
   에서       임을 이용하자.

  이라고 하면

   


 

∞

 
 

   




 

∞

  
   

   

 ∵ 
 

∞

  
      

2. 기하분포

  사건 가 발생할 확률이   (  )일 때, 사건 가 발생할 때까지 시행한 

횟수를 라고 하면 는 확률변수가 된다. 이 때, 의 분포를 기하분포라 한다. 

(단, 매 시행은 독립이다.) 이때, 사건 가 정확히 번째 시행에서 일어날 확률은

 

이다.  또한 이 시행을 무한히 반복하면 언젠가는 사건 가 일어날 것이므로 


 

∞

 

이 성립함을 예상할 수 있다.

  lim
→∞

   (  )임을 이용하여 기하분포를 따르는 확률변수  의 평균을 

구해보자.  일 때,

26) INTRODUCTION TO PROBABILITY AND STATISTICS FOR SCIENTISTS AND ENGINEERS, McGraw-Hill Series, 
1997 / 2010 EBS 상위 1%
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 
 

∞

   lim
→∞

 



  

이므로 ,  ,  
 



    이라고 하면

 
 



      ⋯  

  
  ⋯   

∴  





, lim
→∞

 


이므로  


이다.

3. 초기하분포

  크기가  인 모집단이 개의 원소로 이루어진 그룹과, 개의 원소로 

이루어진 그룹으로 구성되어 있다. 이 모집단으로부터 크기가 인 표본을 뽑을 

때 그룹으로부터 뽑힌 원소의 개수를  라고 하자. 이때, 의 분포를 초기하분

포라고 한다.

[예제]27)

  지수는 자신이 설계한 실험을 위해 수조에  마리의 금붕어를 키우고 있다. 어느 

날 지수가 마리 중 마리의 금붕어에 특별한 표식을 달고 다시 수조에 넣어 두

었다. 며칠이 지난 뒤 실험 결과를 확인하기 위해 수조에서 마리의 금붕어를 동시

에 빼내었다. 마리의 금붕어 중 지수가 표식을 달아 둔 금붕어의 수를  라고 할 

때, 다음을 구하시오.

                       

[풀이] 

  (1) 표식을 달아 둔 금붕어 마리 중 마리가 잡히고 , 나머지 마리

는 표식을 달지 않은 마리 중에서 잡히는 경우이므로 구하는 확률은

 


× 

이다. 이로부터
 






× 
 임을 알 수 있다.

  (2) 
 






× 
 

여기에서      임을 이용하면




 






   × 



 

27) 2010 EBS 상위1%
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4. 포아송분포28)

  포아송분포(Poisson distribution)은 확률론과 통계학에서 어떤 특정 시간대에 걸

쳐 알려진 어떤 사건의 발생률의 분포를 표현하기 위한 이산형 확률 분포이다. 포

아송분포는 거리, 면적, 체적 등 다른 값의 특정 간격 안에서 발생하는 사건들의 확

률을 다루는 데도 쓰일 수 있다. 주로 시간, 거리, 또는 공간상에서 무작위로 드물

게 발생하는 사건의 수를 묘사하는 데 사용되고 있다. 18세기에 시메옹 드니 포아

송에 의해 발견되고 1838년 출간된 『민사 사건과 형사사건의 재판의 확률에 관한 

연구』에서 알려졌다. 이 연구는 주어진 길이의 시간 간격 속에서 일어나는 사건의 

이산형 데이터를 세는 확률변수  을 집중연구한 것이다.

  어떤 주어진 간격 사이에 어떤 사건이 일어날 기댓값이 라 하면, 사건이 회 

일어날 확률은 다음과 같이 주어진다.

 


  ⋯   

예시 답안

풀어보기 1

  1. 
 ≤≤  참

  2. ≤≤≤≤≤
≤≤≤≤
 거짓

  3. ≤≤≥

 참

풀어보기 2

  확률변수  가 취할 수 있는 값은

      이므로 확률분포표를 만들면 다음과 같다.
     계

 













∴ ×

×


×






28) 위키백과사전 http://ko.wikipedia.org 
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논제 

  (1) 은 햄버거 가게에서 한 번에 한 개의 햄버거를 살 때, 세 번 구입하고 

각각 서로 다른 종류의 장난감을 1개씩 받게 될 확률이므로 

 ×

×


×





 



이다. 

  또, 는 처음 세 개의 햄버거를 살 때까지는 세 종류의 장난감      중 

어느 두 종류만 받게 되는 경우, 예를 들어   ,     ,    ,       등과 

같이 두 종류만 받고 마지막 네 번째 햄버거를 구입한 후 받게 되는 장난감이 앞서 

받은 두 종류와는 다른 나머지 한 종류의 장난감을 받게 되는 경우이다. 따라서

  ××

×
 


×


 



이다. 

  (2) 은 번째까지 받은 장난감의 종류는 두 종류이고, 번째에 받

은 장난감이 남은 한 종류가 될 확률이다.

  번째 받은 장난감이 일 때, 번째까지 받은 장난감은     두 종류가 될 

경우의 수는 ∏ 이다. 따라서 이 경우의 확률은

∏ ×
 
 

×


이다. 

  같은 방법으로 번째 받은 장난감이 인 경우와 인 경우도 같은 확률을 가지므로

 ∏  ×
 


×

  

이다. 

  (3) 제시문 (가)의 이산확률변수 의 기댓값 의 정의와 논제(2)의 결과 

을 이용하면 

 
 

∞

 
 

∞



  ⋯⋯ㄱ

으로 나타낼 수 있다. 

  이 때,  


   


이므로 제시문 (가)의 식①을 이용하여 그 수렴값

을 계산할 수 있다. 즉, ㄱ식은


 

∞


 
 

 

 
 

∞


 
 

 

 













 



 

 






















 



 

 









 


 


 



가 된다. 

  따라서 햄버거를 번 정도 구입하면 한 세트의 장난감을 수집할 것으로 기대된다.
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12 아주대학교 예시(일반학부)
✾ [문제 1 (50점)]

제 시 문

(가) 도형의 대칭성에 대해 알아보자. 평면도형의 대칭성은 점대칭과 선대칭, 두 

가지로 나눌 수 있다. 

  도형 가 점대칭이라는 것은, 특정한 점 가 존재하여 이 점 를 중심으로 

도형 를 도 회전시키면 회전된 도형이 원래 도형에 겹쳐진다는 것을 뜻한

다. 이 때 점 를 도형 의 대칭의 중심이라 한다. 도형 를 둘러싸는 원이 존

재할 때 를 유계도형이라 하는데, 도형 가 유계도형이고 점대칭이면 대칭의 

중심은 유일하다.

  평행사변형은 점대칭도형의 한 예이다.  두 대각선의 교점이 평행사변형의 대

칭의 중심이다. 사인함수의 그래프는 점대칭도형의 또 다른 예이다. 사인함수의 

그래프는 유계도형이 아니며, 대칭의 중심도 무수히 많다.

  다음으로, 도형 가 선대칭이라는 것은, 특정한 직선 이 존재하여 도형 를 

직선 을 따라 접으면 도형의 두 부분이 완전하게 포개진다는 것을 뜻한다. 이 

때 직선 을 대칭축이라 하며, 대칭축은 여러 개 있을 수 있다.

  이등변삼각형은 선대칭도형의 예이다. 등변이 아닌 변의 수직이등분선이 이등

변삼각형의 대칭축이다. 정사각형도 선대칭이며, 정사각형의 대칭축은 4개나 된

다. 일반적으로 정각형은 대칭축이 개인 선대칭도형이다.

(나) 도형 가 점 에 대해 점대칭이기 위해서는, 도형 의 임의의 점 의 대

칭의 중심 에 대한 대칭점 ′이 도형 에 포함되어 있으면 된다. 이 때 세 점 

 ′  는  점 가 선분 ′의 중점이 된다는 관계를 만족한다. 





′
•

〃

〃

•

•

<그림 Ⅰ-1>

  같은 식으로, 도형 가 직선 에 대해 선대칭이기 위해서는, 도형 의 임의의 

점 의 대칭축 에 대한 대칭점 ′이 도형 에 포함되어 있으면 된다. 이 때 

두 점  ′과 직선 은 직선 이 선분 ′의 수직이등분선이 된다는 관계를 

만족한다.
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



′

•

•

˝┑

˝

<그림 Ⅰ-2>

[문제 1-1] 도형 가 함수   의 그래프일 때 다음에 답하라.

(1) (5점) 도형 가 좌표가  인 점 에 대하여 점대칭일 조건을 함수 에 관

한 식으로 나타내어라.

(2) (15점) 도형 가 방정식    (단, ≠)로 주어진 직선 에 대하여 대

칭일 조건을 함수 에 관한 식으로 나타내어라.

[문제 1-2] (10점) 차 함수      ≠의 그래프는 점대칭임을 보

여라.

[문제 1-3] 함수  


의 그래프를 라 하자.

(1) (10점) 의 두 점근선인 직선  와 -축이 이루는 예각을 이등분하는 직선 

의 방정식을 구하라.

(2) (10점) 가 에 대해 선대칭임을 보여라.
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제시문 분석

1. 제시문 (가)

  평면도형의 대칭성은 점대칭과 선대칭으로 나눌 수 있으며 점대칭도형과 선대칭 

도형을 정의하고 각각의 예를 들어 설명하고 있다.

2. 제시문 (나)

  도형  가 점대칭도형이기 위한 조건과 선대칭도형이기 위한 조건을 설명하고 있다. 

논제 분석

[문제1] 제시문을 이용하여 도형 가 점대칭도형과 선대칭도형일 조건을 함수 에 관

한 식으로 나타낼 수 있는가?

  (1) 도형 위의 임의의 점  의 점  에 대한 대칭점 ′  가 도형 

에 포함되어 있으며 점 는 선분 ′의 중점이 됨을 식으로 표현하고 두 식을 

연립하여 에 대한 식으로 표현한다. 

  (2) 도형 의 임의의 점  의 대칭축 :   에 대한 대칭점 ′  
가 도형 에 포함되어 있으며 두 점  ′과 직선 은 직선 이 선분 ′의 수직

이등분선이 됨을 식으로 표현하고 이를 연립하여 에 대한 식으로 표현한다.  

[문제2] 주어진 삼차함수가 [1-1]의 (1)의 결과를 만족함을 보일 수 있는가?

  주어진 삼차함수를 [1-1]의 점대칭도형의 에 관한 조건식에 대입하여 전개하고 

이를 만족하는 실수  가 존재함을 보인다. 

[문제3]  와 축이 이루는 예각을 이등분하는 직선을 구하고, 주어진 함수 가 

[1-1]의 (2)를 만족함을 보일 수 있는가?

  (1) 의 두 점근선이 이루는 예각을 구하고 이를 그림으로 나타내어 이등분선 위

의 임의의 점에서 축에 수선의 발을 내리고 삼각형의 성질을 이용하여 기울기를 

구한다.

  (2)   위의 임의의 점을  라 하고 직선 에 대한 대칭점을  라 할 때, 

[1-1]의 (2) 과정을 이용하여  도   를 만족함을 보인다.  
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배경지식 쌓기

도형의 이동

1. 도형   의 대칭이동

  (ⅰ) 축 대칭이동 :   

  (ⅱ) 축 대칭이동 :   

  (ⅲ) 원점 대칭이동 :   

  (ⅳ)    대칭이동 :   

  (ⅴ)    대칭이동 :   

  (ⅵ)  에 대한 대칭이동 :   

  (ⅶ)   에 대한 대칭이동 :   

  (ⅷ) 점  에 대한 대칭이동 :      

2. 직선      에 대한 대칭이동

  점의 대칭이동 : 점  의 직선 에 대한 대칭점을 ′′ ′이라 하면

  (ⅰ) 중점 조건 : ′의 중점이 직선   위에 있다.

  (ⅱ) 수직 조건 : 두 점  ′을 지나는 직선은 직선 과 수직이다.

       즉, ( ′의 기울기)×(의 기울기)  

3. 일차변환

  좌표평면 위의 각 점을 그 평면 위의 다른 점으로 대응시키는 함수를 변환이라고 

하며 특히, 변환     ⟶ ′ ′에서 ′ ′이 다음과 같이 상수항이 없는  

에 대한 일차식으로 나타낼 때, 변환 를 일차변환이라고 한다. 또한 이러한 일차변

환을 행렬로 표현하면

 ′′ ⇔  ′′    
   



,    는상수

4. 여러 가지 일차변환의 행렬표현

  (ⅰ) 축에 대한 대칭변환    
 

  

  (ⅱ) 축에 대한 대칭변환    
 

  (ⅲ) 원점에 대한 대칭변환   
 

 

  (ⅳ) 직선  에 대한 대칭변환    
 

  (ⅴ) 직선  에 대한 대칭변환    
 
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  (ⅵ) 닮음의 중심이 원점이고, 닮음비가 인 닮음환은   
 

  (ⅶ) 원점을 중심으로 각 만큼 회전이동하는 회전변환은    
  

풀어보기

1. 일차변환    →′ ′이 직선  에 대한 대칭변환일 때, 일차변환 의 

행렬을 구하시오. 

2. 최고차항의 계수가 인 삼차함수   는 다음 조건을 만족시킨다.

(가)     

(나) 함수   의 그래프와 함수  의  그래프가 서로 다른 

세 점    ,    ,     (단, ＜＜ )에서 만나면  의 

값에 관계없이 




    이다.

함수    의 그래프와 함수   의 그래프가 

다음 그림과 같이 서로 다른 세 점에서 만나고 가운데 교점의   좌표의 값이 

일 때, 




 의 값을 구하시오. (2006 평가원)

. 
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예시 답안

풀어보기 1

  임의의 점  의 에 의한 대칭점 ′′ ′이라 하면  ′의 중점 



′


′
은    위의 점이다. 

  따라서, ′′…①

  또한, 선분 ′은  와 수직이므로 선분 ′의 기울기는 


이다.

  따라서, ′′…②

  ①, ②를 연립하면 

′
  , ′

  

이다.

  따라서, ′′
   

   

이고 일차변환 의 행렬은

 

   

 
이다. 

풀어보기 2

      이므로  로 놓을 수 있다.

  또한 (나)의 




    에 의하여 어두운 부분의 넓이가 같으므로 

 이다. 

  이때,    와   의 교점의 좌표가 이므로 

  의 근이 이다.

  따라서, 이고 이것을 풀면  이다.
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




  =











  









 ＋





＝

논제 29)

[1-1]

  (1) 점  가 의 임의의 점이면 등식

    … ①

가 성립한다. 

  점  에 대한  의 대칭점을   라 하면,      이다. 

가  에 대해 대칭이면   가 에 속하는 점이 되므로 등식   가 성립

한다. 따라서

   … ②

가 성립하고, ①과 ②로부터  가 성립한다.

  (2) 의 임의의 점을  라 하고, 에 대한 대칭점을   라 하면,












⋅











이 성립한다. 이를 와 에 대해 풀면,

  
 

  
  

이다.  와   가 에 속하는 점이므로   이고   이다. 따라서 구하

는 조건은

          


   

 
또는


   

 
이다.

29) 아주대 예시(일반학부) 답안 
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[1-2] 

     라 두자. 모든 에 대해  이 되는 

와 가 존재함을 보이면 된다.

     

이므로

         

을 동시에 만족하는 와 가




 



으로 존재하므로 차함수의 그래프는 항상 점대칭이다.

[1-3]

  (1) -축 상에 한 점 를 잡고 를 지나 -축에 수직인 직선이 직선  , 직

선 과 만나는 점을 각각 , 라 하자.













  그러면, 원점을 라 할 때, ∠∠∠이고 ∠ 


, 

∠ 


이므로 ∠ 


∠이다. 따라서 ∆는 이등변삼각형이고 

이다. 이제, ,  이므로, 직선 의 기울기 은

 










 


이다. 그러므로 의 방정식은    이다.

(다른 풀이) 

  직선이 축과 이루는 각이 일 때, 직선의 기울기는 이므로 직선 의 기울

기는 





이다. 
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 



이므로  







 



이고,  


이므로  


  이다.

덧셈정리에 의해 



 



∙ 



 






이다.

직선 은 원점을 지나므로 직선 의 방정식은   이다. 

  (2) 에 속하는 임의의 점을  라 하고, 이 점의 에 대한 대칭점을   라 

하자. 그러면,    


이고, 앞 문제의 풀이에 의해

 
 



   
 





  



   
 



이다. 따라서   가 성립하므로   는 에 속한다. 그러므로 는 에 대해 

대칭이다.
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[문제 2 (50점)]

제 시 문

  1827년 영국의 식물학자 로버트 브라운은 액체 속의 꽃가루를 현미경으로 관

찰하던 중 꽃가루 알갱이가 액체 속에서 끊임없이 불규칙한 운동을 하며 떠다

니는 것을 발견하였다. 브라운은 꽃가루의 운동이 꽃가루 내부의 생명에너지에 

의해 일어난다고 생각했으나, 물리학자들은 내부 유체의 불규칙한 유동현상(유

체분자의 충돌에 의해 일어남)이 꽃가루를 통하여 보여 지는 것이라고 결론지었

다. 그리고 이 현상을 발견한 과학자의 이름을 따서 브라운 운동이라 하였다. 또 

물리학자들은 온도가 높거나 입자의 알갱이가 작을수록 브라운 운동이 활발해

짐을 발견했다. 특히, 아인슈타인은 입자들의 평균 이동거리를 확률적 방법을 응

용하여 계산하였다. 브라운 운동은 분자 수준의 모든 자연 현상에서 일어나며, 

가장 간단한 예로 투명 용액 속에 붉은 잉크를 한 방울 떨어뜨릴 때 잉크가 확

산되어 전체 용액이 오랜 시간 후 엷은 색의 용액으로 바뀌는 현상을 들 수 있

다. 현대에는 브라운 운동이 물리적 현상뿐만 아니라, 정보망을 통한 정보의 확

산과정, 주식의 가격 변동 등 경제 현상을 설명하는 중요한 수학적 도구로 활용

되고 있다. 우리는 간단한 격자 상의 불규칙한 유동현상(이를 랜덤 워크 

random walk라 부른다) 실험을 통하여, 이 현상을 이해하고자 한다.

  다음의 그림과 같이 개의 연결된 점 , , , 에 총질량 그램의 물질이 

분포하고 있다. 

A

B

C D

매초마다 물질은 일정한 규칙에 따라 확산한다. 즉, 만일 
  

  
  



를 초 후의 각 점에서의 물질의 질량이라 하면 초 후의 각 점에서의 질

량은 점화식







 


 



 













 







을 만족한다. 예를 들어, 초기에 물질의 분포가 
  

  
  

     

이라면, 초 후에는    이고 초 후에는    이 된다.
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[문제 2-1] (10점) 시간이 갈수록(→∞) 각 점에서의 질량 분포 


  

  
 

이 수렴한다고 가정할 때, 그 수렴 값 

  을 구하는 과정을 기술하고 그 값을 구하라.

[문제 2-2] (10점) 유한 시간 초에 수렴 값에 도달할 수 있는지 판단하고 그 이유를 

기술하라.

[문제 2-3] 초기에 물질의 분포가 
  

  
  

     이라 하자.

(1) (20점) 시간 에서 두 점 사이의 질량 차이를 다음과 같이 정의한다:


 

 
  

  
  

 .

→∞일 때     는 모두 으로 수렴함을 보여라.

(2) (10점) 각 점에서의 질량 분포 
  

  
 

은 →∞일 때 수렴함을 보여라.

제시문 분석

1. 아인슈타인은 입자들의 평균이동 거리를 확률적 방법을 응용하여 계산하였다.

2. 브라운 운동의 예를 들고, 간단한 격자 상의 불규칙한 유동현상 실험으로 설명하고 

있다. 

3. 차원 격자상의 불규칙한 유동현상 실험에서 초 후의 각 점에서의 질량은 

점화식


 




 


,  
 






,









,   







을 만족한다.
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논제 분석

[문제 2-1] 수열이 수렴한다는 조건 하에 점화식을 연립하여 수열의 극한값을 구할 수 

있는가?

  lim
→∞
이면 lim

→∞
임을 활용하여 →∞일 때 각 점에서의 질량 분포 


 

 
  

의 수렴값을       이라 두고 제시문의 점화식을 

      으로 나타내고 임을 이용하여 수렴값을 구

한다.

[문제 2-2] 직접증명이 어렵다는 것을 알고 간접증명법으로 판단할 수 있는가?

  귀류법에 의해 유한시간에 수렴한다고 가정하였을 때 모순점이 존재함을 논리적

으로 기술한다. 

[문제 2-3] 논제의 질량 차이의 정의와 제시문의 점화식을 적절하게 연립하여 에 관

한 점화식으로 표현할 수 있는가? 

  (1) 논제에서 질량 차이의 정의와 제시문의 점화식을 연립하여     에 관한 

점화식을 유도하고 이를 연립하여 에 관한 점화식으로 정리한다. 이 점화식으로

부터 가 으로 수렴하도록 논리적 비약 없이 설명할 수 있어야 한다. 모든 식이 

   에 대해 대칭을 이루므로   도 같은 논의를 할 수 있음을 언급하고 결

론을 지으면 된다.

  (2) 과 (1)을 이용하여 
 

  
 

의 수렴값을 구

한다.

배경지식 쌓기

가. 기본적인 점화식

  수열 에서     ……  일 때

  (1)      (일정) → 공차   인 등차수열

  (2)  ÷    (일정) → 공비   인 등비수열

  (3)        → 등차수열 

  (4) 
   ×  → 등비수열 

  (5) 


 





→ 조화수열 
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나. 중요한 점화식

  (1)         ⋯⋯  꼴 : 

   은 수열 의 계차수열임을 이용하면    
 

 



  (2)   × ……꼴 : 

이 상수이면 공비 =인 등비수열이고 이 변수이면

   ․ ․ ․ ․⋯⋯ ․을 정리해 본다.

  (3)          ⋯⋯꼴 :

     로 변경하면  이 공비가 인 등비수열이다.

  (4)     꼴 :

일 때,    


 으로 변형한다.

  (5)  


꼴 : 

역수를 취하여 


 이라 두면 (3)의 꼴이 된다. 

  (6) 거듭제곱․거듭제곱근 꼴 : 

  
꼴이면 양변에 로그를 취한 후 치환한다.

  (7)    꼴 : 

각 항의 최소 공배수로 나눈다.

풀어보기

1. 수열 , 에 대하여      이고,

    ⋯㉠
    ⋯㉡

을 만족한다. 수열 ,의 일반항을 구하시오.
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2. 두 수열  , 이 자연수 에 대하여 

     

   

을 만족시킨다.   이하인 두 자연수  에 대하여 와 의 곱이 홀수가 되는 

순서쌍   의 개수를 구하시오. (2008 평가원)

3. 수열 은   이고,    ⋯


≥을 만족시킨다. 일반항 

 을 구하시오. (2011 대수능) 
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예시 답안

풀어보기 1

    ⋯㉠
    ⋯㉡

  ㉠에서     ⋯㉢이고 ㉢의 양변에  대신 을 대입하면

    ⋯㉣
  ㉢, ㉣을 ㉡에 대입하면

       이고 이를 정리하면

    

     

    으로 놓으면

  

  수열 는 첫째항이    , 공비가 인 등비수열이고, ㉠의 양변에  

을 대입하면       

∴      

  따라서,   ․   이므로 

   
 

 

  
 

 



 

  
 

 



 

∴ 

 

  위의 식을 ㉢에 대입하면  


이다.

풀어보기 2

  

  
 

 



 





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  은 초항이 이고 공차가 인 등차수열이므로 부터   중 홀수인 항은 개이다.

    ,   ,   , ……이므로 은 홀수 개와 짝수 개가 반복되는 수열

이다.

  따라서   이하인 두 자연수 , 에 대하여 와 의 곱이 홀수가 되는 순서쌍  의 

개수는 × 

풀어보기 3

  모든 자연수 에 대하여 

 ⋯   ⋯ ×

이다.  

 ⋯
이라 하면,   이고 

 

 ⋯



 ⋯
∙



 ∙



  ⋯
 

  


  따라서   
 

 








이고,  

 ⋯



와 

 ⋯ 



을 연립하면

 


≧이다.

논제 

[2-1]

  각각의 점화식에서 →∞을 취하면, 다음과 같은 연립방정식을 얻는다.






 







  여기에 모든 질량의 합  인 조건을 덧붙여 풀면,

      

 


 


 

 
임을 알 수 있다.
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[2-2] 

  유한 시간 초에 수렴 값에 도달한다면,


  

  
  

  
 

  
 



을 만족해야 한다. 문제의 점화식에 대입하여







 


 



 











 







을 얻고 
 

 
 

 인 조건과 같이 풀면, 해


 

  
  

 

 


 


 

 
을 구한다. 주어진 점화식에서 를 로 치환하면







 

  


, 





 

 

, 









 

, 







 

을 얻고, 그 해는 
   

   
   

  

 


 


 

 이 된다. 이 과정을 

반복하면, 
  

  
  

  

 


 


 

 을 얻는다. 결론적으로 초기 분포가 



 


 


 

 일 때 유한 시간에 수렴하고, 그 밖의 경우에는 유한 시간에 수렴하지 

않는다.

[2-3] 

  (1) 문제에 주어진 점화식을 이용하면

 

  
  

  
   

  

을 유도할 수 있다. 마지막 두 식을 더하면,   을 얻고 첫 번째 

식에 대입하여   


 


 을 얻게 된다. 

  이것은   


  


 


과 같고,   


이 등비수열임을 뜻하

므로 

  


   




 


 

  

 


 

 
 


이다.

  수학적 귀납법을 사용하여 모든 ≥ 에 대하여 ≤ 
 


을 보이자.  일 때 

성립함은 당연하다. 일 때 성립한다고 가정하면,
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   

  

 
 


≤ 
 

 


≤ 
 
 



 


 
 


이므로 일 때 성립함을 확인할 수 있다. 그러므로 →∞일 때, 는 으로 수

렴한다. 모든 식은 ,  , 에 대하여 대칭이므로, 똑같은 논의에 의하여  , 도 

역시 으로 수렴한다.

(다른 풀이) 문제에 주어진 점화식을 이용하면

 

  
  

  
   

  

을 유도할 수 있다. 마지막 두 식을 더하면,   을 얻고 첫 번째 

식에 대입하여

   


 


 

을 얻게 된다. 이것은

   


  

  

 

과 같고,   


이 등비수열임을 뜻하므로 

  


   



 


 

  

 


 

 
 


이다. →∞일 때, 가 수렴하지 않으면 →∞일 때, 도 수렴하지 않고 

  


도 수렴할 수 없다. 그러나, →∞일 때, 

 
 


은 수렴하므로 모순이

다.  그러므로 →∞일 때, 가 수렴하며 그 수렴값을 라 하면

 lim
→∞
  


 


 

  따라서, 는 으로 수렴한다.

  모든 식은 ,  , 에 대하여 대칭이므로, 똑같은 논의에 의하여  , 도 역시 

으로 수렴한다.

  (2) 항상  이므로, 등식     
을 얻는다. , 

 , 는 모두 으로 수렴하므로 
는 로 수렴한다. 즉, 

는 로 수렴한다. 

이제 
 

 , 
 

 , 
 

 이므로 
 , 

 , 
는 모

두 수렴한다.
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13 아주대학교 예시(의학부)
✾ 다음 제시문을 읽고 논제에 답하시오. (문제 1은 자연계 일반과 중복)

[문제 2] (50점)

제 시 문

  자연수 에 대하여 집합    을 으로 표기하기로 하자. 집합 에

서 으로의 일대일대응을 -치환(置換) 또는 간단히 치환이라고 한다. 항등함

수는 치환의 한 예이다. -치환 를 아래와 같이 나타내기도 한다.

 











<그림 Ⅲ-1>은 -치환의 예로서 







로 나타낼 수 있다.

1

2

3

4

5

1

2

3

4

5

 1 → 2

 2 → 4

 4 → 5

 5 → 1

 3 → 3

<그림 Ⅲ-1> 

두 개의 -치환 과 의 합성 ∘을 -치환의 곱이라 부르고 로 쓰

기로 한다. 두 -치환의 곱도 여전히 -치환이다. 임의의 -치환 의 역함수 

도 -치환이며 이를 의 역치환이라 한다. 예를 들면, <그림 Ⅲ-1>이 나타

내는 치환의 역치환은 







이다. 

  집합 에 속하는 서로 다른 개의 자연수       이 존재하여  , 

 , …,  을 만족하고 나머지 원소들은 자신에게 대응시키는 치환 

를 사이클이라 하고    ⋯ 으로 표기하며 을 의 길이라 한다. <그

림 Ⅲ-1>이 표현하는 치환은 길이가 인 사이클    이다. 

  치환 중에서 두 원소만 서로 바꾸어 대응시키고 나머지는 자신에게 대응시키

는 것을 호환(互換)이라고 한다. 즉, ≤  ≤ 인 자연수 와 에 대하여, 

 ,  이고 ≠  이면  인 치환 를 호환이라 부르고,   
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또는  로 나타내기로 한다. 호환은 길이가 인 사이클이다. 연속한 두 자연수

로 구성된 호환을 인접호환이라고 한다. 예를 들어,  는 호환이지만 인접호

환은 아니다. 한편,  는 인접호환이다.

  일반적으로 치환에 대하여 아래 정리가 성립한다.

정리 1. 모든 치환은 호환들의 곱으로 나타낼 수 있다.

치환  







에서 은 으로, 은 로, 는 로 대응되고, 와 는 서로

에게 대응된다. 따라서 를  와 같이 사이클들의 곱으로 표현할 수 

있다. 한편,      이므로     와 같이 호환의 곱으로 표

시된다.

  세 개의 호환의 곱에 관한 다음의 정리는 쉽게 증명될 수 있다.

정리 2. 서로 다른 세 자연수   에 대하여

     

이 성립한다.

[논제 1-1]  길이가 인 사이클        을 호환의 곱으로 표현하라. (5점) 

[논제 1-2] 역치환 을 호환의 곱으로 표현하라. (5점)

[논제 2] 다음과 같이 정의된 치환

        
      

을 사이클들의 곱으로 표현하라. 그리고 를 인접 호환의 곱으로 표시하라. (10점) 
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[논제 3] 집합 의 모든 원소를 자신에게 대응시키는 항등치환을 이라 하자. 즉,

     ⋯ 
  ⋯ 

만일 을 개의 호환들의 곱으로 표시할 수 있다면 개의 호환들의 

곱으로 표시할 수 있음을 보여라. 그 결과로 을 호환들의 곱으로 표시할  

때, 그 호환들의 개수는 항상 짝수임을 유도하라. (20점) 

[논제 4] 집합 의 임의의 치환 는 짝수 개의 호환들의 곱으로 표시되면서 동시에 

홀수 개의 호환들의 곱으로 표시될 수 없음을 보여라. (힌트 : 논제 3을 이용

하라.) (10점)

제시문 분석

  치환에 대하여 정의하고 그와 관련된 개념을 설명하고 있다. 특히, 논제의 해결에 

필요한 호환과 관련된 정리를 제시하고 있다. 

논제 분석

[논제 1-1] 제시문의 정리 1의 내용을 이해하여 사이클을 호환의 곱으로 표현할 수 있

는가?

  제시문에서 정리 1을 근거로 주어진 예를 이해하고 이를 적용하여        

을 호환의 곱으로 표현하여야 한다.

[논제 1-2] 역치환의 개념을 이해하였는가?

  의 역함수인 역치환의 개념을 이해하고 역치환을 구한 후 논제1-1과 같은 방법

으로 호환의 곱으로 표시할 수 있다.

[논제 2] 치환을 사이클과 인접 호환의 곱으로 표현할 수 있는가?

  제시문에서 주어진 사이클과 인접 호환에 대한 개념을 이해하여, 주어진 치환을 

사이클로 표현한다. 그리고 정리 2를 이용하여 인접 호환의 곱으로 표시할 수 있다.
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[논제 3] 항등치환이 항상 짝수개의 호환의 곱으로 표시됨을 설명할 수 있는가?

  먼저 논제의 첫 번째 주장에 대한 증명이 선행되어야 할 것이다. 가정에 의해 항

등치환을   ⋯ 으로 두어 호환   에 나타나는 임의의 수 를 선택한 

뒤 가 나타나는 마지막 호환을   라 할 때    인 경우와  ≠

인 경우로 나누어 생각 할 수 있다. 

  논제의 첫 번째 주장이 증명되고 나면 이를 이용하여 항등치환이 항상 짝수 개의 

호환으로 표시됨을 귀류법을 통해 보일 수 있다.

[논제 4] 역치환과 논제 3의 결과를 이용하여 모순을 이끌어 낼 수 있는가?

  임의의 치환이 짝수 개의 호환의 곱으로 표시되면서 홀수 개의 호환의 곱으로 표시

될 수 있다고 가정하여 치환을   ⋯  ⋯ 이라 할 때 역치환에 의해 

   ⋯   ⋯ 이 되고 이는 논제 3에 모순임을 보이면 된다.

배경지식 쌓기

1. 함수

  (1) 일대일함수 : 함수   →의 정의역의 임의의 원소 ∈, ∈에 대하여 

≠이면 ≠

이 성립할 때, 함수 를 일대일함수라고 한다.

  (2) 일대일대응 : 일대일 함수 중에서 치역과 공역이 같은 함수.

  (3) 항등함수 : 정의역의 각 원소가 자기 자신으로 대응되는 함수. 즉,

  →,    ∈
  (4) 합성함수

  두 함수   →,    →가 주어졌을 때, 의 각 원소 에 대하여   

가 되도록 하는 에서 로의 함수를 와 의 합성함수라고 하고 기호로 ∘와 

같이 나타낸다.

∘ →, ∘  

  (5) 역함수

  일대일대응인 함수   →  에 대하여 의 각 원소 에 대하여   가 되는 

를 대응시키는 함수. 기호로  와 같이 나타낸다.

    →,   
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2. 치환

  (1) 치환 : 집합 에서   자신으로의 일대일대응  →  .

  치환 가 서로 다른 개의 문자   ⋯     를

  → →⋯ → →→와 같이 순환적으로 변환시키고 나머지 문자는 

고정시키는 치환일 때, 치환 를 길이 인 순환치환(cycle) 또는 항 

순환치환(r-cycle) 이라고 한다. 

  이때, 를   ⋯    으로 나타낸다, 특히 항 순환치환  를 호환 

(transpositon)이라고 한다.30)

  (2) 정리(역치환)

     ⋯ 이라 하고    ⋯  이라 하자. 

  그러면  는 순환치환이고        ⋯ 이다. 특히 호환   에 대하여 

 이다.

<증명>

     ⋯ 에 대하여  이므로    이다.

  또   이므로    이다. 한편 ∈  ⋯ 이면  이므로 

      ⋯  이다.

  (3) 임의의 치환은 호환의 곱으로 표시할 수 있다. 그리고 치환 를 호환의 곱으

로 분해하는 방법은 여러 가지가 있다. 즉 같은 치환도 여러 가지 방법으로 호환의 

곱으로 표시할 수 있다.

  예를 들면               와 같이 나타

낼 수 있다.

30) 현대대수학 제6판 (김응태, 박승안 저)



아주대학교 예시(의학부)

 149 

풀어보기

1. 집합   에 대하여 함수    → 가 그림과 같이 주어져 있다.

  

      ⋯ 이라 할 때, 의 값

을 구하시오.

2. 다음 치환을 사이클의 곱으로 표시하고, 다시 호환의 곱으로 표시하시오.

(1)     
   

 (2)      
    

3.     ,      일 때  를 구하시오.
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<코시(Augustin-Louis 

Cauchy, 1789-1857)>

읽기 자료

치환(permutation)

  치환에 관한 최초의 연구 기록 중 하나는 18세기 이전의 어느 때에 이름 모를 유

태인이 쓴 『Sefer Yetsirah(창조에 관한 책)』이다. 그는 얼마나 많은 방법으로 히

브리 알파벳 문자를 배열할 수 있는지에 관심이 있었다. 어떤 면에서 그 질문은 수

수께끼 같은 것이었다. 유태인들은 그 문자들이 마력을 가지고 있기 때문에 적절히 

배열하면 자연의 힘을 정복할 수 있다고 믿었다. 『Sefer Yetsirah』의 실제적 내용

은 매우 빈약해서 두 문자가 2개의 단어를 만들고 세 문자가 6개의 단어를, 네 문

자가 24개의 단어를, 다섯 문자가 120개의 단어를, 여섯 문자가 720개의 단어를, 일

곱 문자가 5,040개의 단어를 만든다고 쓰여 있다. 재미있게도 알파

벳 문자를 배열하는 것을 세는 이 생각은 8세기와 9세기의 이슬람 

수학에도 나타난다. 13세기까지 이슬람 문화와 히브리 문화 모두

에게 치환에 대한 추상적인 생각은 뿌리를 내려서 현 모로코의 마

라케쉬 태생의 수학자 Abu-l-'Abbas ibn-Banna(1256〜1321)와 프

랑스의 율법학자이자 철학자, 수학자인 Levi ben Gerson이 계산 

조합에 대한 다양한 결과를 증명하고 개의 원소를 가진 어떤 집합의 치환의 수가 

임을 정확하게 증명할 수 있었다.

  하지만 Levi와 그의 스승들은 주어진 유한집합을 단순히 

배열하기 위한 치환에 관심이 있었다. 다항 방정식의 해에 

관한 연구 덕분에 18세기 후반에 Lagrange와 몇몇은 치환을 

주어진 방정식의 해들의 집합인 유한집합에서 자기 자신으

로 대응하는 함수로 생각하게 되었다. 또한, Augustin-Louis 

Cauchy(1789〜1857)는 치환이론의 기본 정리들을 상세히 발

전시켰다. 

-「현대 대수학 (JOHN B.FRALEIGH)」중에서
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예시 답안

풀어보기 1

       이므로

      이다. 같은 방법으로    이므로 

 이다. 그러므로     (는 항등함수)이므로 

     ,     이다. 

  따라서   

풀어보기 2

  (1)      (2)    

풀어보기 3

        이므로                  .

논제 1 31)

1-1.               

1-2.        

논제 2

 다음과 같이 정의된 치환

        
      

를 사이클들의 곱으로 표현하면

  

을 얻는다. 그런데 정리 2를 이용하여

  

  

 

31) 아주대(의학부) 예시답안
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을 얻는다. 이것을 대입하면

 

임을 알 수 있다.

논제 3

  항등치환이 개의 호환    들의 곱으로 표시된다고 하자. 즉,

  ⋯ .

  호환   에 나타나는 임의의 수 를 선택한다. 가 나타나는 마지막 호환을 

  라 하자. 즉,    에는 가 나타나지 않는다. 만약    이라면, 

 과 는 서로 상쇄되어 은 개의 호환의 곱으로 표시된다. 

  이제  ≠이라 가정하면 다음 가지 경우를 생각할 수 있다. 

  (1)    이고 ≠  인 경우:    이므로 가 

번째 호환에 마지막으로 나타나게 할 수 있다.

  (2)    이고 ≠  인 경우:    이므로 가 

번째 호환에 마지막으로 나타나게 할 수 있다.

  (3)    이고 ≠  , ≠  인 경우:    이므로 가 

번째 호환에 마지막으로 나타나게 할 수 있다.

  따라서 (1), (2), (3)의 경우 위의 과정을 반복하면 가 첫 번째 호환에 마지막으

로 나타나게 할 수 있는데, 이것은 에 의해 가 다른 수로 대응되므로 항등치환임

에 모순이다. 이것으로 문제의 첫 번째 주장이 증명되었다.

  만일 이 홀수 개의 호환들의 곱으로 표시되었다면, 앞에서 증명한 사실에 따라 

은 하나의 호환이 되므로 모순이다.

논제 4

  치환 가 홀수 개의 호환의 곱으로 그리고 짝수 개의 호환의 곱으로 표시될 수 

있다고 가정한다. 이제   ⋯  ⋯   (모든 , 는 호환)으로 쓰자. 

그러면

   ⋯   ⋯ 

이 성립하여 이 홀수 개의 호환의 곱으로 표현되어 [논제 3]의 사실에 위배된다. 
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14 연세대학교 예시
✾ 다음 제시문을 읽고 아래 질문에 답하시오.

제 시 문

  실수의 집합과 무한한 직선 위의 점들의 집합은 일대일대응이라 배웠다. 실수 

에 대응되는 임의의 기준점 와 그 우측에 실수 이 대응되는 다른 어떤 점 

를 정하고 선분 의 길이를 단위거리로 하면 임의의 양의 실수 는 기준점 

의 우측에 있고 거리가 인 점에 대응되고, 임의의 음의 실수 는 기준점 의 

좌측에 있고 거리가 인 점에 대응한 무한한 한 직선을 실선이라 부르자. 그

러면 실수 간의 덧셈과 곱셈에 해당되는 연산을 실선 위의 점들 간에도 정의할 

수 있을 것이다.

(가) 은 실수 에 대응되는 기준점이 이고 실수 에 대응되는 점이 인 실선

이다.

  는 실선 과 같은 평면에 놓여 있고, 과 일치하지 않으며 평행인 보조 직

선이다.

  과 는 실선 위의 임의의 두 점이다.

  는 위의 임의의 한 점이다.

  는 선분  와 평행이며 점 을 지나는 직선과 의 교점이다.

  는 선분 와 평행이며 를 지나는 직선과 실선 의 교점이다.

＊위 그림은 과 가 모두 기준점   우측에 있는 예제임.

(나)  ′은 실수 에 대응되는 기준점이 ′이고 실수 에 대응되는 점이  ′인 

실선이다.

  는 실선  ′과 같은 평면에 놓여 있고,  ′과 일치하지 않으며 점 ′을 지나

는 임의의 보조 직선이다.

  과 는 실선 ′위의 임의의 두 점이다.

  는 ′에 일치하지 않는 위의 임의의 한 점이다.
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  는 선분  ′ 과 평행이고 점 을 지나는 직선과 의 교점이다.

  는 선분 와 평행이고 점 를 지나는 직선과 실선 ′의 교점이다.

＊위 그림은 과 가 모두 기준점  ′  우측에 있는 예제임.

[1-1]

(1) 임의의 두 실수 과 가 각각 실선 상의 두 점인 과 에 대응된다면, 점 

로 대응하는 실수 를 찾고 그 이유를 설명하시오. 그리고 실수 에 대응하는 점 

를 찾는 다른 방법을 그림으로 예를 들어 설명하시오. (7점)

(2) 임의의 두 실수 과 가 각각 실선 ′상의 두 점인 과 에 대응된다면, 점 

로 대응하는 실수 를 찾고 그 이유를 설명하시오. 그리고 실수 에 대응하

는 점 를 찾는 다른 방법을 그림으로 예를 들어 설명하시오. (10점)

[1-2] 함수 는 실수의 집합을 정의역과 공역으로 가지고 미분가능하며 증가하며 

 ′ 이다. 정의역과 공역을 각각 예제에 정의한 실선 과 ′에 일대일

대응을 시키면, 이 함수는 실선 상의 점 를 실선 ′상의 점  ′로 보내고, 

(가)에서 정의된 실선 상의 점   를 각각 (나)에서 정의된 실선 ′상
의 점   로 보낸다. 적분 




  값에 해당되는 점을 실선 ′상에 

작도하시오. (20점)
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[1-3] 제항 과 제항 가 각각 이 아닌 어떤 실수이며, 점화식     

를 만족하는 어떤 수열이 있다. 그리고 위 수열은 어떤 자연수  에서 처

음으로   을 만족한다고 가정하자. 실수 과 를 각각 한 실선 위의 두 

점 과 에 대응한 아래의 그림에서 점 를 지나고 선분 

과 평행한 직

선과 실선의 교점 에 대응되는 실수가 정수가 아님을 설명하시오. (23점)

제시문 분석

1. 제시문 (가)

  평행선을 이용하여 두 실수  과 의 합  를 작도하는 방법을 설명하고 

있다.

2. 제시문 (나)

  삼각형의 닮음 조건을 이용하여 두 실수  과  의 곱  를 작도할 수 있음을 

설명하고 있다.

논제 분석

[논제 1, 2] 평행사변형의 성질과 삼각형의 닮음을 이용하여 두 실수의 합과 곱을 찾을 

수 있는가?

  ‘평행사변형의 두 대변의 길이는 같다.’는 성질을 이용하여 로 대응하는 실수 

의 의미를 설명할 수 있다. 같은 방법으로 삼각형의 닮음을 이용하여 실수 에 대

응하는 점 의 의미를 찾을 수 있다. 다른 작도 방법은 여러 가지가 나올 수 있다.
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[논제 3] 제시문의 내용을 이용하여 함수 를 구할 수 있는가?

  논제 1을 활용하여 함수 는  를 만족함을 알 수 있고, ‘이 

함수는 실선 상의 점 를 실선 ′상의 점  ′로 보내고…’ 라는 의미는  을 

의미하므로 이런 성질을 만족하는 함수는 지수함수의 꼴이다.

배경지식 쌓기

1. 유클리드 작도

  작도에서 자와 컴퍼스(유클리드적 도구)만 사용하는 근거는 무엇일까?

  자와 컴퍼스만으로 작도를 하는 것은 유클리드의 원론의 다섯 가지 공준 중에서 

작도와 관련된 다음 세 공준에서 그 근거를 찾아볼 수 있다.

  [공준 1] 한 점에서 또 다른 한 점으로 직선을 그릴 수 있다.

  [공준 2] 유한 직선은 무한히 연장시킬 수 있다.

  [공준 3] 임의의 점을 중심으로 임의의 반지름으로 원을 작도할 수 있다.

  [공준 1]과 [공준 2]에서는 직선을 작도할 수 있다는 것을 의미하고, [공준 3]은 

한 점을 중심으로 하고, 다른 한 점을 지나는 원을 그릴 수 있다는 것을 의미한다. 

즉, 유클리드 원론에서 작도 문제의 해결에 사용하는 도구는 직선을 그을 수 있는 

도구인 ‘자’와 원을 작도할 수 있는 ‘컴퍼스’만을 사용한다. 이때, [공준 1]과 [공준 

2]에 길이에 대한 언급이 없기 때문에 사용한 자에는 눈금이 표시되지 않은, 즉 직

선만을 그을 수 있는 자이다.

2. 작도 가능한 수

  단위 길이가 1인 선분이 주어졌을 때, 길이가 인 선분이 자와 컴퍼스만으로 작

도 가능하다면 를 작도 가능한 수라고 한다. 작도 가능한 수 와가 주어질 때, 

두 수  , 에 대한 합  , 차   , 곱 , 몫 


≠ , 제곱근  는 

모두 작도가 가능하다. 즉, 작도 가능한 수의 사칙연산은 작도 가능하다. 예를 들어 

황금비인 


는 작도 가능한 수이다.

3. 피보나치 수열

     를 만족하면서      이 되는 항의 앞뒤를 살펴보자.

…         …

…            …
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  ≠이면   이 되는 항은 하나밖에 없다. 이 경우 정수 값을 가지는 경우는  




  , 


  , 

 
 , 

 
 의 가지이다. 즉, 

 
는 정수가 

아닌 유리수이다. (참조: 풀어보기 3) 

풀어보기

1. 실수 전체의 집합 에서 로의 함수 가 모든 실수 에 대해 

 

을 만족할 때, 함수 를 구하시오.

2. 작도가능한 수  에 대하여        


≠  및  를 작도하

시오. 

3. 피보나치수열의 이웃한 두 항은 서로소임을 증명하시오.
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읽기 자료

3대 작도 문제32)

  인류에게 가장 친숙한 도형은 직선과 원이다. 어느 집에나 직선을 그리는 자와, 

원을 그리는 컴퍼스는 있을 것이다. 일부라도 반듯한 물건만 있으면 눈금은 없지만 

자 대용으로 쓸 수 있고, 팽팽한 실에 연필을 매달면 남부럽지 않은(?) 컴퍼스를 얻

을 수 있다. 이처럼 간단한 도구이므로 고대 사람들도 사용한 것은 자연스러운 일

이다. 자와 컴퍼스는 단순한 도구이지만, 멋들어진 제도 기구의 힘을 빌지 않아도 

상당히 많은 작도를 할 수 있다. 예를 들어 정삼각형, 정사각형, 정오각형, 정육각형

과 같은 정다각형을 자와 컴퍼스만으로 작도할 수 있다. 눈금이 없는 자와 컴퍼스 

두 개만으로 작도하는 것을 ‘기하학적 작도’나 ‘유클리드 작도’ 혹은 ‘플라톤 작도’ 

등으로 부른다. 

  자와 컴퍼스만 갖고도 많은 작도를 할 수 있지만, 아무리 해도 작도가 안 되는 

것이 나오기 시작했다. 예를 들어 정7각형은 도무지 두 도구만으로는 작도할 수 없

었다. 자와 컴퍼스만으로 작도하는 문제 중 가장 유명한 것은 고대 그리스에서 전

해져 왔다는 ‘삼대 작도 문제’다. 삼대 작도 문제란 자와 컴퍼스만으로 다음을 작도 

할 수 있느냐는 문제를 말한다.

           1. 주어진 정육면체보다 부피가 두 배인 정육면체

           2. 임의의 각을 삼등분한 각

           3. 주어진 원과 넓이가 같은 정사각형

  물론 자와 컴퍼스 이외의 도구를 이용할 수 있다면 세 가지 모두 작도할 수 있

다. 문제는 눈금 없는 자와 컴퍼스 두 개만으로 제한한다는 점이다. 무슨 일이나 그

렇지만, 제한 조건이 까다로울수록 할 수 있는 일은 많지 않다. 단 두 개의 도구만

으로 세상의 모든 것을 다 작도하려는 것은 만용에 가까운데, 그렇지 않았다면 원

칙적으로 자와 컴퍼스 이외의 제도 기구는 불필요했을 것이다.

  2000년이 넘는 세월 동안 많은 사람이 삼대 작도 문제를 시도했지만 실패했다. 

하지만 ‘최선을 다했지만 안 되더라’는 것만으로는 불가능하다는 결론을 내릴 수는 

없다. 작도하지 못하는 것으로 보았던 정17각형도 사실은 작도 할 수 있다는 것이 

밝혀진다. 이런 이유 때문에, 어떻게 해도 안 된다는 것을 ‘증명’하기 전까지는 불가

능하다는 말을 함부로 할 수 없다. 짐작할 수 있듯이 불가능성을 증명하는 것은 쉽

지 않은 경우가 많다. 삼대 작도 문제도 19세기에 와서야 기본 작도만으로는 작도

가 ‘불가능’하다는 것이 증명되었다. 

32) 출처; 네이버 캐스트, 오늘의 과학
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예시 답안

풀어보기 1

  에 를 대입하여 정리하면    이 되고, 

주어진 식에서  이므로 이 식을 위에 대입하여 정리하면

∴ 

풀어보기 2

     의 작도는 생략한다. 아래 그림에서

       라 하면



A

B
C

O P




A

B
C

O
P



 
  



•

P

Q

 

  세 번째 그림에서 원과 비례를 이용하면  임이 명백하다.

풀어보기 3

  먼저 이웃하는 두 수가 최대공약수   를 가진다고 가정하자. 

  즉,    가 된다. 그런데 최대공약수의 성질에서     

이고 이것은     를 의미한다. 이와 같은 방법을 계속 적용하면  ,  

,  ⋯도 최대공약수 를 가지게 되어 결국은   에 이르게 되어 최대공약

수가 1보다 크다는 사실에 모순이 된다.
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논제 1-1

  (1) 를 지나고 에 평행한 직선과 와 교점을 라 하자. 을 지나면서 

에 평행한 직선이 과 만나는 점이  과  의 합 이므로 를 지나며 에 

평행한 직선이 와 만나는 점이  가 된다.


 






 

  다른 방법은 다음그림을 생각할 수 있다.

  단, 위 그림에서  , 

  이다.

  (2) 단위길이  ′에 대응되는 점을 라 하자.  을 지나면서  ′ 에 평행한 직선

이  과 만나는 점을  , 를 지나며   이 직선 ′와 만나는 점을 라 하면 이 

점 가  를 나타내는 점이다. 



 ′
 ′  ′  







  왜냐하면 삼각형의 닮음에 의하여      ′      이므로 ′ 이다. 즉 

  이다.   

  다른 방법은 다음 그림을 생각할 수 있다.

  단, 아래 그림에서 ′ , 
 이다.


 





 
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

 ′
 ′  ′  







논제 1-2

     ,   ,   이고,     ,   이므로 

     

가 된다. 또한, 는 미분가능하고  ′  이므로

 ′ lim
→



 lim
→



 ′   

이다. 따라서, 
′

   이고 양변을 에 대하여 적분하면     이므로 

 가 된다. 그런데 논제에서    이라 하였으므로 즉,    

이다. 

     라 하면 



  




   

 
   

  아래 그림에서처럼 ′와 평행인 보조직선 를 그어 실수 에 대응되는 점을 

라 하고, 
 , 

 에 대응되는 점을 각각 와 라 하자. 를 지나고   에 평행한 

직선이 와 만나는 점을  , 를 지나고 에 평행한 직선이 ′와 만나는 점을 

라 하면 이 점이 


을 나타내는 점이다. 

′ 





 

(다른 풀이)

     ,   ,   이고,     ,   이므로 

     

가 된다. 또한, 는 미분가능하고  ′  이므로
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 ′ lim
→



 lim
→



 ′   

이다. 

(ⅰ)    일 때,       라 두면 는 증가함수이므로    이다. 

따라서





  




 ′    

이다. 아래 그림에서처럼 ′과 평행인 보조직선 를 그어 기준점  ′ 에 대응되는 

점을 라 하고, 를 지나고   에 평행한 직선이 와 만나는 점을  , 를 지나

고  ′에 평행한 직선이 ′와 만나는 점을 라 두자. 

′
 ′







  제시문 (가)에 의해    이다. 그러므로     이다.

(ⅱ)    이면   이고, 이때  ′  라 두면 아래 그림과 같다.

′
 ′ ′









 

 ′ ′  ′ 이 되게 를 작도하면   ′   이다.

논제 1-3

  제시문 (나)와 논제의 그림을 참조하면   이므로  


이다. 논제에서 

  를 만족한다고 하였으므로 

                              



  
 
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  
 

  
 

  
 

⋮

  여기서  에서 처음으로  를 만족하려면 ≠ 이므로  일 때 위 식

의 괄호안의 값이 이 되어야 한다. 즉, 


   ≥…ⓛ 이 되어야 한다. 

(단,       ) 그러면 


 ≥이 되는데, 피보나치수

열의 인접한 두 항은 서로소이므로 


는 정수가 아닌 유리수이다.

(다른풀이 1) 

  논제의 그림에 의해   이고, 삼각형의 닮음에 의해 

         , 즉  이고, 에 대응되는 실수는 


가 된다.

  (배경지식 3)에 의해  에서 처음으로 이 나오면 


는 정수가 아닌 유리수

이다. 

(다른풀이 2)

  ⓛ에서   이고  이므로 

 
이다. 그런데 



 
 이므로  이 되고 는 정수가 아니다.
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15 연세대학교 수시
✾ 다음 제시문을 읽고 아래 질문에 답하시오.

제 시 문

(가) 단위원    위를 점  에서 출발하여 시계 반대 방향으로 움직

이는 점 의 시각 에서의 좌표를  라고 하자. 타원    (단, 

 인 실수)은 두 점  ,  에서 단위원에 접한다. 점 에서 축에 

내린 수선이 타원과 처음 만나는 점을 라고 하자.

(나) 점 와 원점 를 이은 선분이 타원과 만나는 점을 이라 하자. 선분 

와 선분 가 이루는 각을 , 선분 와 선분 가 이루는 각을 라고 

하자. 선분 , 선분 과 타원의 호 로 둘러싸인 도형 의 넓이를 , 

선분 , 선분 과 타원의 호 로 둘러싸인 도형 의 넓이를 라고 

하자.

[논제 1-1] 점  가 단위원 위의 점  에서 출발하여 시계 반대 방향

으로 시각 에 따라 일정한 속도로 돌고 있다.  선분 , 선분 와 타

원의 호 로 둘러싸인 도형 의 넓이를 라고 하자. 의 시간

에 대한 변화율 


가 상수임을 논리적으로 설명하시오.
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[논제 1-2] 각 의 시간에 대한 변화율 


가 각 의 시간에 대한 변화율 


와 같

아지는 가 구간 ≤≤ 


에서 적어도 하나는 존재함을 논하고, 또한 이

때 와   사이의 관계식을 구하시오. lim
→


 













를 구하시오. 

[논제 1-3] 극한값 lim
→


 




를 구하시오. 

제시문 분석

1. 제시문 (가)

  좌표평면에서 ≥인 영역에서 단위원    과 타원    (단,  

인 실수)이 두 점  ,  에서 접하는 상황을 제시하고 있다.

2. 제시문 (나)

  원점 에서 원 위의 한 점 , 에서 축에 내린 수선과 타원이 만나는 점 , 

선분 와 타원이 만나는 점을 이라 할 때 나타나는 삼각형 모양의 도형 를 

타원이 나누는 두 도형의 넓이  에 대한 설명을 제시하고 있다.
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논제 분석

[논제 1-1]

  평면도형과 함수의 관계를 도형의 형태 변화와 미적분의 응용으로 찾아내는 문제

이다. 기본적인 도형에 대한 수학적 추론을 통하여 함수들에 대한 이해를 묻는 문

제이다. 고등학교 교육과정을 고려한다면 원과 타원의 관계를 일차변환을 이용하여 

접근하거나 카발리에리의 원리를 이용하면 되는 논제이다.

[논제 1-2]

  도형의 성질을 이용하여 함수에 대한 이해를 묻는 문제이다. 교과 과정에서 다루

는 함수들에 대한 정확한 이해와 수학적 논증을 제시할 수 있는 능력을 측정하고자 

한다. 구체적으로 말하면 논제 해결 과정에서 찾을 수 있는 연속 함수 에 대하

여 중간값의 정리를 이용해 

  (ⅰ) 





인 곳이 ≤≤ 


 안에 적어도 하나 존재함을 보이는 존재성 증명, 

  (ⅱ) 와   사이의 관계식을 구하는 과정, 

  ⅲ) 극한값 lim
→


 













를 구하는 과정

을 요구하는 논제로서 논제가 요구하는 내용을 논리적, 체계적으로 서술해야 한다.

[논제 1-3]

  극한에 대한 개념과 평면 도형에 대한 이해를 묻는 문제이다. 평면도형의 성질을 

함수로 표현 할 수 있는 능력과 함수의 극한에 대한 이해를 측정하고자 한다. 논제 

해결 과정에서 도형의 넓이 , 의 상호관계를 깊이 이해하고 연관성을 논리적으로 

파악하여 극한값을 구할 수 있어야 한다.
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배경지식 쌓기

1. 카발리에리의 원리

  (1) 두 개의 평면도형이 한 쌍의 평행선 사이에 끼어 있고 그 평행선들과 평행인 

임의의 선으로 두 평면 도형을 잘랐을 때 생기는 두 선분의 길이가 항상 일정한 비

를 가지면 두 평면도형의 넓이도 또한 그 비를 갖는다.

 


(두 도형은 넓이가 같다.)

  (2) 두 개의 공간 도형이 한 쌍의 평행면 사이에 끼어 있고 그 평행면들과 평행

인 임의의 면으로 그 두 공간 도형을 잘랐을 때 생기는 두 단면의 넓이가 항상 일

정한 비를 가지면, 두 공간 도형의 부피도 또한 그 비를 갖는다.

  위 그림은 “밑면과 높이가 같은 두 개의 각뿔은 같은 부피를 갖는다.”라는 말이다. 

2. 일차변환

 

(1)    
 인 경우: 축의 방향으로 확대

 인 경우: 축의 방향으로 축소

(2)    
 인 경우: 축의 방향으로 확대

 인 경우: 축의 방향으로 축소

3. 치환적분

  구간    에서 연속인 함수 에 대하여 미분 가능한 함수  의 도함수 

 ′ 가 구간   에서 연속이고     이면











 ′

4. 중간값의 정리

  닫힌구간  에서 정의된 연속함수 가  를 만족할 때, 임의의 실

수 ∈ 를 택하면  인 점 ∈ 가 존재한다.
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풀어보기

1. 현재의 적분법을 이용하여 다음의 카발리에리의 원리가 성립함을 설명하시오.

  (1) 한 평면 위의 두 도형이 그림과 같이 축에 평행한 임

의의 직선을 잘라내는 선분의 길이가 언제나    이

면 이들의 넓이의 비는    이다.

  (2) 두 입체도형을 일정한 평면에 평행한 도형으로 잘랐

을 때, 두 단면의 면적의 비가 언제나    이면 이

들의 도형의 부피의 비는    이다.

2. 카발리에리의 원리를 이용하여 원      과 타원 



   사이의 넓이 

관계에 대해서 논술하시오.

3. 보다 큰 실수 에 대하여 







라 할 때, 과 같은 것은? 

(2007 대수능)

  ①   ②  ③     ④      ⑤ 
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4. 실수전체의 집합에서 이계도함수를 갖는 두 함수 와 에 대하여 정적분






 ′ ′
의 값을 라 하자. 옳은 것만을 보기에서 있는 대로 고른 것은? (2010 대수능)

<보 기>

 ㄱ. 




 ′ ′
 ㄴ.  이고  이면  이다.

 ㄷ.  이고  이면  이다

5. 좌표평면 위에 그림과 같이 중심각의 크기가 °이고 반지름의 길이가 인 부채

꼴 가 있다. 점 가 점에서 출발하여 호 를 따라 매초 의 일정한 속력

으로 움직일 때, ∠°가 되는 순간 점의 좌표의 시간(초)에 대한 변화

율은? (2007 평가원)
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읽기 자료

여러 가지 변환33)

  점이나 선 또는 도형과 같은 기하학적인 도형은 일차변환, 대칭변환 등과 같은 

여러 가지 기하학적 변환에 의해서 다시 기하학적 도형으로 옮겨진다. 여기서는 일

정한 방향으로 비추는 광선으로 한 평면 위에 있는 도형을 비추었을 때 처음 도형

과 스크린에 생긴 도형의 관계를 알아본다.

1. 닮음 변환

  한 점에서 발사되는 광선으로 한 평면 위에 있는 도형을 그 평면과 평행인 평면

에 비추었을 때 생기는 도형으로 처음 평면에 있는 도형과 크기는 다르지만 모양은 

같다. 이 경우 두 도형을 닮음인 도형이라 하고 이러한 변환을 닮음변환이라고 한

다. 닮음변환에서는 각의 크기는 불변이지만 변의 길이는 일정한 비율로 새로 만들

어진다. 축도나 확대도를 만드는 것은 하나의 도형에 닮음변환을 행하는 것이다.

2. 사영변환

  한 점에서 발사되는 광선으로 한 평면 위에 있는 도형을 그 평면과 평행이 아닌 

평면 위에 비추었을 때 생긴 도형으로의 변환을 사영변환이라고 한다. 이 경우 정

삼각형은 일반 삼각형으로 확대된다. 

3. 합동변환

  평행이 되게 비추는 광선으로 한 평면에 있는 도형을 그 평면과 평행인 평면에 

비추었을 때 생긴 도형으로 이 경우 두 도형은 크기와 모양이 똑같다. 이와 같은 

변환을 합동변환이라고 한다.

4. 아핀(Affine)변환

  평행이 되게 비추는 광선으로 한 평면 위에 있는 도형을 그 도형과 평행이 아닌 

평면 위에 비추었을 때 생긴 도형으로 이 경우 모눈은 일정한 비율로 확대되어 평

행사변형이 되고 처음의 직각삼각형은 일반 삼각형이 된다. 이와 같은 변환을 아핀

변환이라고 한다.

5. 위상변환34)

  한 점에서 발사되거나 또는 평행인 광선으로 한 평면 위에 있는 도형을 그 평면

과 성질이 다른 면(곡면 등)에 비추었을 때 생긴 도형을 생각해 보자. 이 경우 생긴 

도형과 처음 도형은 모양과 크기가 모두 처음 도형과 다르다. 

33) 고등학교 수학과 문제해결을 위한 이론과 실제 (2000) 부산광역시 교육청
34) 일반적으로 어떤 도형을 늘이거나 줄이거나 구부리는 것은 가능하나 그 연결 상태는 변하지 않도록 하는 변환

을 위상변환이라고 한다. 
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구  분 합동변환 닮음변환 아핀변환 사영변환 위상변환

점의 위치 관계 ○ ○ ○ ○ ○

선분 → 선분
○

(길이도 같다)

○

(길이는 변함)
○ ○ ×

선분의 비 ○ ○

○

(같은 직선에 

있을 때만)

× ×

각의 크기 ○ ○ ○ × ×

평행 관계 ○ ○ ○ × ×

(○ : 유지한다.   × : 유지하지 않는다.)

예시 답안

풀어보기 1

  (1) 두 도형의 넓이를  라고 한다. (오른쪽 그림). 

  이 때,

    

∴  




∴




 








  (2) 일정한 평면에 수직인 한 직선을 축이라 한다. 또, 

일정한 평면에 평행이면서 입체를 끼고 있는 두 평면이   

축과 만나는 점의 좌표를 각각     라고 한다. 

  이제, 축 상의 좌표가 인 점을 지나 축에 수직인 평

면이 두 입체를 자른 단면의 넓이를 각각 , 라고 

하면

       즉, 

  따라서,













  즉, 




 




  
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풀어보기 2

  원과 타원의 방정식을 에 대해서 풀면 각각  ±  ,  ±
   이

다. 그러므로 타원과 원에 대응하는 축에 수직인 현들의 길이의 비는 


가 된다. 

따라서 카발리에리의 원리에 의하여 타원과 원의 넓이도 같은 비를 가진다.

  즉, (타원의 넓이)=


×(원의 넓이)=  이다.









 

   

풀어보기 3

   로 놓으면   에서 


   또한  일 때    ,  일 

때   이므로















 
















 




  그러므로  

   ‧


 

풀어보기 4

  ㄱ.  라 놓고 치환한다. (참)

  ㄴ. 문제의 식에서 ㄱ의 식을 빼면






′ 
        

이므로  이다. (참)

  ㄷ.    이므로 ㄴ 에 의하여  
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풀어보기 5

  ∠ 


 ∠  


 


 

  점     이므로       


 


  



∴






  ∠∘ ∠   


 ∵ 


 


 


∴ 




  ∵







  

논제 1-1

  <그림 1>과 같이 원    과 타원    에 대해 원 위의 점 가 시

각 에 대해 반시계 방향으로 원 위를 움직이므로 원점 에 대하여 선분 가 

축의 양의 방향과 이루는 각을  라 하자. 원 위의 점 에서 축에 내린 수선이 타

원과 사분면에서 만나는 점을 , 그 수선의 발을 , 선분 가 축의 양의 방향

과 이루는 각을 라 하자. 

<그림 1>

  이 때, 선분 , 선분 와 원의 호 로 둘러싸인 도형 의 넓이를 

라 하자. 그러면 선분 는 일차변환 











 

 

 에 의해 선분 로 이동되므로  도

형 는 일차변환 











 

 

 에 의해 선분 , 선분 와 타원의 호 로 둘러

싸인 도형 으로 이동된다. 
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  논제에서 주어진 도형 의 넓이를 라 두면   

 


⋅


인관

계가 성립한다. 

  따라서 


 


⋅


이고 

  문제의 조건에서 


가 일정하다고 하였으므로 


는 일정하다. 

[다른 풀이 1]

  도형 의 넓이를 라 하면,  

  이므로 삼각형  의 넓이는 삼

각형 의 넓이의 


이고, 카발리에리의 원리에 의해 도형 의 넓이는 도

형   의 넓이의 


이다. 따라서 

 

 


⋅


  

이다. 양변을 에 대해 미분하면  


 


⋅


이고 


가 일정하므로 




는 일정하다.  

[다른 풀이 2]

    이므로    

이다. 따라서 구하려는 부분의 넓이를 

라 하면




 

 




 

이다. 여기서  라 두면   이고   이다. 또  

일 때,  이고  일 때  이므로 




 

 




 




 














 








 







 



이다. 그런데 속도가 일정하므로   (는 상수) 이고  


이다. 

  따라서 ∴





(일정)
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논제 1-2

  (ⅰ) <그림 1>에서  


,  


이고  

이므로  




이다. 이 식의 양 변을 에 대해 미분하면

<그림 1>

  


 





를 얻는다. 

  여기서 





이면  


이다. 

  














 
라 하면 이는 ≤≤ 


에서 

연속이고  , 
  


이며 


 


 이다. 따라서 중간값 정리에 의하여 

 


인 가  

 에 존재한다. 이때 

 
 


에서  를 얻는

다. 그러면 


이므로 ⋅ 이고    


,  


이므로 

 


이다. 

(ⅱ) lim
→


 












 lim
→


 










⋅










⋅








 lim
→


 




 lim
→


 

 



[다른 풀이] 

  (ⅰ) ∆ 에서 





이므로   

 이다. 양변을 에 

관해 미분하면



수리논술 나침반 Ⅲ

 176 












 





이다. 여기서 





이면 


 


 이고 

  이것을 정리하면 

 이므로   , 즉   이다. 이것을 

  에 대입하면 


가 되므로 와   사이의 관계는   


이다.

  

논제 1-3

  아래 <그림 2>와 같이 선분 가 타원과 만나는 점을 , 점 에서 축에 그은 

수선이 원과 만나는 점을 , ∠라 하면, [논제 1-2]에 의하여 

  


이다. 

<그림 2>

  는 삼각형 의 넓이이므로 


⋅⋅ 


⋅


⋅⋅이다.

   은 일차변환 











 

 

 에 의해 로 이동되고  은 일차변환 











 

 

 에 의

해  로 이동된다. 그러므로 부채꼴 는 일차변환 











 

 

 에 의해 도형  로 

이동된다.  는 부채꼴 의 넓이의 


이므로 

   


⋅


⋅⋯㉠

이다. 따라서

 lim
→


 




 lim
→


 



․
 lim
→


 



․
⋅


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 lim
→


 

․․
․

 lim
→


 

․


이다. 이 식에   


을 대입하면 다음을 얻는다.

lim
→


 

․


 lim
→


 


 











 

  그러므로 lim
→


 




 이다. 

[㉠의 다른 풀이] 

  는 (도형 의 넓이) (도형 의 넓이)를 계산하면 된다. 부채꼴 

 


  이므로 (논제1)에 의해 도형 


이고, 마찬가지로 부채꼴 

 


 이므로  도형 


 이다. 그러므로  


이다.

MEMO
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16 인하대학교 모의
✾ 다음 제시문을 읽고 논제에 답하시오.

제 시 문

(가) 양의 실수 에 대하여 자연로그함수 는 다음과 같이 정의한다.









  

 일 때 는 <그림 1>과 같이 구간  에서 함수  


의 그래프

와  -축 사이의 영역의 넓이를 뜻한다. 한편, 이면 







는 

구간  에서 함수  


의 그래프와  -축 사이의 영역의 넓이에 마이너

스(-) 부호를 붙인 값과 같다. 이로부터 이면  이고, 이면 

 임을 알 수 있다. 또,   임은 당연하다.

<그림 1>

(나) 함수의 그래프 아래의 넓이와 미분의 관계를 함수   의 예를 통

해 알아보자. <그림 2>와 같이 임의의 수   에 대해, 에서 까지 

의 그래프 아래의 넓이를 라 하자. 이때 의 증분   에 대한 

의 증분을 라 하면 이다. 그런데 <그림 2>에서 구간 

 사이의 빗금 친 부분은 밑변의 길이가  , 높이가 인 직사각형

에 포함되고, 높이가 인 직사각형을 포함하므로 부등식

    

이 성립한다. 이 부등식의 각 항을 로 나누면



 
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이고, 극한 lim
→

  으로부터

 


 lim

→



  

이 된다. 즉



 




  

이다.

<그림 2> 정적분과 미분의 관계

[문제 1] 제시문 (가)에서 정의한 자연로그함수   에 대하여 ≠일 때, 미

분공식




 



을 제시문 (나)에서 설명한 방법을 사용하여 유도하고, 정적분 









의 값을 구하시오.

[문제 2] 오른쪽 그림과 같이 함수   


 위의 임

의의 점  
 에서 접선이  -축,  -축과 만나는 점을 

각각   라 하고, 점 에서  -축에 수직인 직선과 점 

에서  -축에 수직인 직선이 함수   


과 만나는 점을 

각각  이라 하자. 그리고   을 잇는 선으로 둘러

싸인 영역의 넓이를  이라 하고,   를 잇는 선으로 

둘러싸인 영역의 넓이를 라 할 때,    임을 보이시오.
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제시문 분석

1. 제시문 (가)

  의 구간에 따라 자연로그함수 를 정적분으로 정의하고 있다.

2. 제시문 (나)

  예를 이용하여 정적분과 미분의 관계, 즉 미적분학의 기본정리를 증명하고 있다. 

논제 분석

[문제 1] (나)의 증명을 이용하여 자연로그의 미분을 증명하고, 그 결과를 이용하여 분

수함수의 정적분을 계산할 수 있는가?

  (나)의 설명처럼  과  의 구간으로 나누어 의 범위를 구하고, 

lim
→



을 계산하여 자연로그함수 의 도함수가 


임을 증명한다. 또한 그 결

과를 활용하면 분모가 일차식이고 분자가 상수인 분수함수의 정적분은 자연로그함

수의 꼴이 됨을 알 수 있다.

[문제 2]  과  를 정적분을 이용하여 계산할 수 있는가? 

  
 에서의 접선의 방정식을 구하고  과  를 적당한 영역으로 나누어 정적

분과 다각형의 넓이 공식을 이용하면  과  의 넓이를 계산할 수 있다.

배경지식 쌓기

1. 부분분수





 


 

2. 접선의 방정식

  위의 점 에서의 접선의 방정식

   ′
3. 함수의 극한의 대소관계

 이고, lim
→
 lim

→
이면 lim

→
이다.
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풀어보기

1.35) 다음 함수를 미분하시오.

 


2. 다음 정적분의 값을 구하시오.











3.36) 미분가능한 함수 가  




를 만족시킬 때, 의 값을 

구하시오. 

35) 양승갑 외 8명. 미분과 적분, (주)금성출판사, 2002
36) 황병준 외 8명. 쎈 적분과통계,. 좋은책 신사고, 2010
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<그림 4> Isaac Barrow

읽기 자료

미분적분학의 기본정리37)

  미적분학의 기본정리는 적절하게 붙여진 명칭이다. 

왜냐하면 그것은 미분적분학의 두 분야, 미분학과 적분

학 사이에 연관성을 보여주기 때문이다. 미분학은 접선

의 문제에서 시작되었고 반면에 적분학은 별로 관련이 

없는 듯한 문제인 면적문제로부터 시작되었다. 케임브리

지대학교의 뉴턴의 스승인 배로(Isaac Barrow, 1630～

1677) 교수는 이 두 문제들 사이에 실제로 밀접한 관계

가 있음을 발견하였다. 실제로 그는 미분법과 적분법이 

서로 역과정임을 밝혔다. 미분적분학의 기본정리는 도함

수와 적분사이에 명백한 역관계가 있음을 보여주고 있

다. 뉴턴과 라이프니츠는 이러한 관계를 발전시키고 그

것을 이용하여 미분적분학을 체계적인 수학적 방법으로 발전시켰다. 그들은 합의 

극한으로 면적과 적분을 계산하지 않고, 미분적분학의 기본정리를 이용하여 면적과 

적분을 매우 쉽게 계산할 수 있음을 알았다.

1. 미분적분학의 기본정리 1
  만일 함수 가 구간  에서 연속이면,






 , ≤≤

에 의하여 정의된 함수 는 구간   에서 연속이고 구간에서 미분 가

능하며,  ′ 이다.

  

 




  로 표기할 수 있으며, 만일 먼저 를 적분한 다음에 그 결과

를 미분하면 본래의 함수 를 다시 얻는다는 사실을 의미한다.

2. 미분적분학의 기본정리 2
만일 함수 가 구간   에서 연속이면,








이다. 여기서 는 의 임의의 역도함수, 즉  ′이다.

37) James Stewart, 미분적분학, 청문각, 2009
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   ′ 이므로 




 ′로 표현될 수 있다. 이것은 한 함수 

를 택하여 먼저 그것을 미분한 다음에 그 결과를 적분한다면 본래의 함수  , 그

러나 의 형태를 얻게 된다는 사실을 의미한다. 이는 ≤≤인 모든 

에 대하여  의 모든 값들이 관련되는 복잡한 과정(리만합의 극한)에 의하여 

정의되는 정적분 




는 단지 두 점 와 에서 의 값을 구하면 계산된

다는 사실은 매우 놀라운 일이다. 

  프랑스의 수학자 로베르발이 1635년 처음으로 사인함수와 코사인함수의 곡선 아

래 영역의 면적을 계산하였을 때, 이 문제는 아주 정교한 기술을 요하는 매우 도전

적인 문제였다. 1635년에는 극한을 계산하는 방법이 발견되지 않았기 때문에 로베

르발에게는 이 계산이 매우 힘든 일이었다. 그러나 1660년대와 1670년대에 배로에 

의하여 미적분학의 기본정리가 발견되고 뉴턴과 라이프니츠에 의하여 탐구되면서 

이는 매우 쉬운 문제가 되었다.  기본정리의 두 부분들은 미분법과 적분법이 역과

정임을 의미한다. 기본정리의 두 부분들 중에서 하나는 다른 부분이 행하였던 과정

을 반대로 행하는 것이다. 

  미분적분학의 기본정리는 미분적분학에서 가장 중요한 정리이며, 실제로 그것은 

인간의 위대한 업적 중의 하나이다. 이 정리가 발견되기 전인 에우독소스와 아르키

메데스의 시대로부터 갈릴레오와 페르마의 시대까지는 면적, 부피, 곡선의 길이를 

구하는 문제들은 너무 힘들어서 천재들만이 도전할 수 있는 매우 어려운 문제였다. 

그러나 지금은 뉴턴과 라이프니츠가 창안해 냈던 기본정리를 체계적으로 잘 배울 

수 있기에 우리 모두 이런 어려운 문제도 쉽게 해결할 수 있다.

<그림 5>

그림 출처 <그림 4> http://en.wikipedia.org/wiki/Isaac_Barrow

<그림 5> http://www.math.tamu.edu/~dallen/hollywood/calculus/calculus.htm
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예시 답안

풀어보기 1

  주어진 식의 양쪽에 절댓값을 취하면  
 

  양쪽에 자연로그를 취하면   
  

  이 식의 양쪽을 에 관하여 미분하면



 ′
 












  그러므로  ′ ․





이다.

풀어보기 2

  
















    


풀어보기 3

   




 ⋯㉠ 에서 양변을 에 대하여 미분하면 

   ′ 이므로  ′ 

이다. 

  따라서 

 ⋯㉡ 이다.  ㉠과 ㉡에서 이므로 

 이다. 그러므로   이다.

 

문 제 1 38)

  먼저 


 


임을 보이자.

(ⅰ) 일 때, 그림과 같이 구간  에서 함수  


의 그래프와  -축 사

38) 인하대 모의논술 해설
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이의 넓이를 







 라 하자. 의 증분  에 대한 의 증분을 

라 하면 아래 그림에서 





 


이고, 극한 lim

→



 


로부

터 




 







  


이다.

(ⅱ)  일 때, 아래 왼쪽 그림과 같이 구간  에서 함수  


의 그

래프와  -축 사이의 영역의 넓이를 







  라 하고 로 놓자. 

의 증분   에 대한 의 증분을 라 하면 아래 오른쪽 그림에서 




 


가 성립한다. 이 부등식의 각 항을 로 나누면 







 


이고, 극한 lim

→



 


으로부터 







 

 







 



이다. 따라서 (ⅰ),(ⅱ)로부터 


 


이다.
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이제 







를 계산해 보자. 피적분함수 


의 분모가 인수분해되는 경

우에는 


 

 



 와 같이 부분 분수로 분해하고 미분공식




 


 






을 이용하면, 다음의 결과를 얻는다.









 










  
 




 


 






문 제 2

  함수   


의 도함수는 





이므로, 점 

 에서 접선의 방정식은 

 




⋯①  이다. 아래 그림과 같이 접선 ①의  -절편 와  -절편 

는  
 이다. 또한 등식 


 


로부터 점 의  -좌표는  


이므로 





 이다.

 

  에서  -축에 내린 수선이 접선 ①과 만나는 점을  ,  -축과 만나는 점을 

라 하면 접선 ①에  


를 대입하여 




 을 얻는다.  에서  -축에 내린 

수선이  -축과 만나는 점을 라 하고 오른쪽 그림으로부터  를 잇는 직선

으로 둘러싸인 넓이  과 를 잇는 직선으로 둘러싸인 넓이  를 구해 보면 

다음과 같다. 

 ∆







등변사다리
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   




 



    
 



 

 





 

  





 


 


  



이고,

 







∆   





   


  



이다. 

  따라서    이다.

MEMO
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17 인하대학교 수시
✾ 제시문을 읽고 주어진 논제에 대한 답안을 작성하시오.

제 시 문

(가) 좌표평면 위에서 점 를 중심으로 하고 반지름이 인 원을 생각하자. 

축의 양의 부분을 시초선으로 할 때, 라디안으로 표시된 일반각  를 나타내는 

선이 원과 만나는 점을  라고 하자. 이때,




 


 


 


 


 


≠ ≠

의 값은  에 따라 하나씩 결정된다.















 



따라서 일반각  와 이들 값의 대응 관계는 함수가 되고, 이들 함수를 통틀어 

일반각  에 대한 삼각함수라고 하며, 다음과 같이 정의된다.

  


    


   


   


   


  



(나) 적분은 직선과 곡선, 혹은 곡선과 곡선으로 둘러싸인 영역의 넓이를 구하

는데 사용된다. 아래 그림과 같이 곡선    ≤ ≤ 와 -축, 직선 

     로 둘러싸인 영역의 넓이는 정적분 




 와 같게 된다. 마찬

가지로 곡선    ≤ ≤  와 -축, 직선      로 둘러싸인 영

역의 넓이는 정적분 




 와 같게 된다. 
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

 

 

          





 




  이에 대한 간단한 응용으로 단면의 넓이가  이고 길이가 인 기둥의 부피

는 




   이 된다. 





  부피는 ×
    

[논제 1] 아래 그림과 같이 중심이 이고 반지름이 인 원과 이 원의 중심을 지나는 

직선 가 만나는 점을 라 하자. 원 위의 점 에서 원에 접하는 직선이 

직선  와 만나는 점을  , 점 에서 직선 에 그은 수선의 발을 라 

하고 점  에서 직선  에 그은 수선의 발을 라 할 때, 다음 물음에 답

하시오. (단, 각 ∠ 는     
 이다.) 
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          

  

  

  
●

[1-1] 선분  , 선분  의 길이를  의 함수로 표현하시오.

[1-2] 선분  의 길이가 선분  의 길이의 배가 되는 의 값을 구하시오.

[논제 2] 제시문 (나)에 주어진 내용을 바탕으로 다음을 기술하시오.

아래 그림과 같이 단면이 포물선    과      
  

    ≤ ≤   으로 둘러싸인 영역이고 길이가  인 탱크가 

장착된 유조차가 있다고 하자. 그리고 빈 탱크에 매초 

   


의 속력으로 기름이 탱크 안으로 주입된다고 하자.



       



유조차 탱크의 모습



<그림 1>                                    <그림 2>





  

  


기름





<그림 3>

[2-1]  초 동안에 주입된 기름은 몇 인가?
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[2-2] 탱크의 모양은 [그림 2]와 같다.  초 동안에 기름을 주입했더니 <그림 3>과 

같이 탱크의 반이 채워지지 않았다고 하자. 탱크에 채워진 기름의 높이 는 

몇 인가?

[2-3] 탱크의 높이는 
 이다. 이 높이의 


까지 채우려면 기름이 몇  필

요한가?

제시문 분석

1. 제시문 (가)

  고등학교 ‘수학 10-(나)’에 있는 삼각함수의 정의를 설명하였다.

2. 제시문 (나)

  고등학교 ‘미분과 적분’ 교과서에 실린 정적분을 사용하여 곡선 아래 영역의 넓이

를 구하는 방법을 소개하고, 적분의 응용으로 원기둥의 부피는 밑면의 넓이와 높이

의 곱이 된다는 사실을 소개하고 있다.

논제 분석

[논제 1]

  원과 삼각형이 만든 기하학적 관계 속에서, 두 선분을 특정 각의 함수로 표현하

는 문제와 두 선분이 특정한 관계식을 만족할 때 각의 크기를 구하는 문제로, 삼각

함수의 정의를 정확하게 이해하고 논제에서 요구한 계산을 올바르게 수행할 수 있

는지를 평가하는 논제이다.

[논제 2]

  단면이 수평선에 대해서 서로 대칭인 두 개의 포물선으로 둘러싸인 영역으로 된 

유조차의 기름탱크를 소재로 단위시간에 기름탱크에 주입되는 기름의 양을 분수 함

수로 주고 일정한 시간 동안 주입된 기름의 양을 구하는 문제와 탱크 속에서 기름

이 채워진 높이를 구하는 문제, 탱크 높이의 


만큼 채우기 위한 기름의 양을 구하

는 문제 (두 개의 곡선으로 이루어진 영역의 넓이를 구하는 문제)로 이루어져 있다. 

이는 적분의 개념 및 응용을 정확하게 이해하고 기본적인 적분 관련 계산을 올바르

게 수행할 수 있는지를 평가하는 논제이다.
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배경지식 쌓기

1. 삼각함수의 정의

  직각삼각형에서 삼각함수의 정의는 다음과 같다.

  


   


 


2. 귀류법

  어떤 명제가 참임을 증명하려 할 때 그 명제의 결론을 부정함으로써 가정(假定) 

또는 공리(公理) 등이 모순됨을 보여 간접적으로 그 결론이 성립한다는 것을 증명

하는 방법이다.

3. 중간값의 정리

  닫힌구간  에서 정의된 연속함수 가  를 만족할 때, 임의의 실

수 ∈를 택하면  인 점 ∈가 적어도 하나 존재한다.

A C

B

a

b

c
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풀어보기

1. 곡선   ≤≤을 축 둘레로 회전시킨 회전체 와 곡선 

  ≤≤을 축 둘레로 회전시킨 회전체 가 있다. 처음에는 물이 

의 안쪽에만 차 있다가 원점    부근의 작은 구멍을 통하여 의 바깥쪽과 의 

안쪽으로 둘러싸인 부분으로 흘러 나가기 시작한다. 의 안쪽 수면의 높이를 

 , 의 바깥쪽 수면의 높이를 라 할 때, 가 의 


이 되는 순간의 


의 

값은? 39)

 





    



39) 2004 대수능
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읽기 자료

삼각함수40)

  삼각비를 처음으로 연구한 사람들은 고대 그리스의 천문학자들이었다. 물론 이 

시대에는 수학자와 천문학자가 구별되지 않았으므로, 천문현상을 연구한 수학자라 

부르는 게 더 적절할지도 모르겠다. 천문학자들은 별을 관측하는 것이 기본적인 연

구 방법이었고, 따라서 두 별 사이의 거리를 정확히 구하는 것이 대단히 중요하였

다. 지금과 같은 우주 시대에는 두 별 사이의 실제 거리를 구하는 것도 가능하지만, 

실용적인 목적을 위해서는 모든 별들이 하나의 구면에 놓여 있다고 생각하고 두 별 

사이의 거리를 구하는 것이 더 중요하다.

  실제로 밤하늘을 보며 두 별 사이의 거리를 잰다고 생각해 보자. 팔을 쭉 뻗어 

30cm자를 들고 두 별 사이의 거리를 재면 충분하다고 생각하기 쉽지만, 이 방법은 

사람마다 팔의 길이가 다르므로 정확한 거리를 구하는 것과는 거리가 멀다. 극단적

으로 생각하면, 눈앞에 자를 놓고 두 별 사이의 거리를 잴 때와 팔을 쭉 뻗어 잴 

때를 비교하면 되겠다.

  고대 (천문현상을 연구한) 수학자들은 직접 

거리를 구하는 것이 잘 되지 않으므로, 대신에 

두 별 사이의 각도를 재는 방법을 사용하였다. 

이것은 팔의 길이에 상관없이 누구나 별 사이

의 거리를 짐작할 수 있는 방법이었다. 모든 

별이 하나의 구면에 있다고 생각하였으므로, 

이제 별까지 이르는 거리만 알면 두 별 사이의 

거리는 자동으로 결정된다. 만약 별까지 이르

는 거리가 기존에 생각하던 것보다 두 배로 멀어진다면, 두 별 사이의 거리도 두 

배로 멀어진다. 결국 두 별이 멀고 가까운 정도를 재는 데 중요한 것은 거리가 아

니라 각도이며, 그에 따라 별에 이르는 거리와 두 별 사이 거리를 결정하는 비례상

수 또한 중요하다. 각도마다 이 비례상수를 구하려는 시도가 바로 삼각함수의 시작

이었다. 

  처음 삼각함수를 생각할 때는 두 별 사이의 각과 두 별 사이의 거리를 비교하였

으므로, 지금 우리가 사용하는 삼각함수와는 약간의 차이가 있다. 관측 지점부터 별

까지의 거리를 , 두 별 사이의 각을 라 하면, 두 별 사이의 거리는 가 

된다.

  우리에게는 피타고라스 정리라는 막강한 도구가 있기 때문에 중심각이 인 부채

꼴의 현의 길이를 구하는 것보다 한 각이 인 직각삼각형을 이용하는 쪽이 훨씬 

편리하다. 이런 이유로 인도 수학자들은 직각삼각형에서 주어진 각의 맞은편 변의 

40) 네이버 캐스트 수학산책
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길이를 ‘현의 절반’이라는 뜻에서 jya-ardha, 줄

여서 jya라 불렀다. 이 용어는 이후 아라비아 수

학자들이 소리를 흉내내어 jiba로 옮기게 되는데, 

이것이 다시 유럽으로 전해지면서 약간의 사고가 

생겼다. 아랍어는 모음이 세 개뿐이어서 아랍 문

자에는 모음을 따로 표기하지 않는 경우가 많다. 

그 바람에 jiba의 모음을 없앤 jb를 본 유럽인들

은 이 단어가 jaib인 것으로 착각하였다. 원래의 

jiba는 특별한 뜻이 없는 단어였지만, jaib는 만(灣, bay)를 뜻하는 단어여서, 여기에 

해당하는 라틴어 sinus로 번역되었다. 우리가 사인(sine)이라 부르는 것은 이 라틴

어를 다시 영어식으로 바꾼 것이다.

  사인값을 직각삼각형의 빗변과 높이의 비로 정의하는 것이 중학교에서 배우는 삼

각비인데, 고등학교 수학에서는 이것을 둔각까지 확장하여 정의한다. 이것은 삼각함

수의 원래 목적을 생각하면 자연스럽게 생각할 수 있다. 예를 들어 를 구하

려면, 반지름이 이고 중심각이 인 부채꼴을 만들어 그 현의 길이를 재면 된

다. 즉, 두 별 사이의 각이 일 때 두 별 사이의 거리를 구하는 것이다. 이 경우

에는 현의 길이가 곧 지름의 길이가 되므로,   가 되어,  로 

정의하면 자연스럽다. 

  같은 식으로 를 구하여 보자. 이 경우 두 별 사이의 각이 일 때 두 

별 사이의 거리를 구하는 것은, 뒤돌아서서 보면 두 별 사이의 각이 일 때를 

생각하는 것과 같다. 따라서   가 된다. 이와 같이 생각하면 

둔각에 대한 사인값을 자연스럽게 정할 수 있다.

  이와 같은 착상으로 둔각에 대한 코사인, 탄젠트 등의 값을 확장할 수 있고, 심지

어 를 넘는 각에 대해서도 삼각함수의 값을 정할 수 있다. 이런 과정은 원래의 

성질이 잘 유지되게 하면서 특정한 경우로부터 일반적인 경우로 확장하는 수학적 

사고방식을 잘 보여준다.

  고대의 수학자들은 삼각함수의 정확한 값을 계산하기 위하여 엄청나게 많은 노력

을 기울였다. 특정한 값의 사인값이나 코사인값을 구하려면 피타고라스 정리, 닮음

비 등등 수많은 정리와 공식을 수많은 종이 위에 써야만 했다. 예를 들어, , 라

디안으로는 인 각에 대한 사인값을 구하여 보자. 다음 그림을 이용하면 
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   ⋯임을 계산할 수 있다. 

  

  한 각의 크기가 인 삼각형의 빗변의 길이를 라 하면, 피타고라스 정리에 의

해 다음이 성립한다.

      

따라서 의 값을 구하면 다음과 같다.

 

이제 분모를 유리화하면, 다음과 같다.







⋯

  그러나 이런 방식은 대단히 복잡할 뿐만 아니라, 임의의 각에 대한 사인값을 계

산하기 어려워, 지금은 테일러 급수(Taylor series)를 이용하여 근삿값을 구한다. 테

일러 급수란 어떤 함수를 다항식의 형태로 근사하는 것으로, 삼각함수는 다음의 형

태로 나타낼 수 있다.










⋯

 








⋯










⋯

단,     



  테일러 급수를 이용하여 위에서 구한 sin 15°를 다시 구해 보면 다음과 같은 값

을 얻는다.













 





 





 ⋯≈⋯

  겨우 네 개의 항만 구하여도 소수점 아래 아홉 번째 자리까지 맞았고, 항을 더 

많이 계산할수록 근삿값도 점점 정밀해진다. 전자계산기가 삼각함수값을 구하는 것

도 이런 원리이다.
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적분의 응용

  미분은 변화율 혹은 접선을 구하자는 목적으로 출발했지만 이내 그 한계를 벗어

났듯, 적분 역시 단순히 넓이를 구하던 한계를 벗어나 다양하게 응용된다. 2차원 개

념인 넓이에 대응하는 1차원 및 3차원 개념으로 길이와 부피가 있다. 따라서 곡선

의 길이나 입체의 부피를 계산할 때 적분이 등장할 것임을 짐작할 수 있을 것이다.

  적분한다는 것은 어떤 의미에서는 평균을 구하는 것이다. 따라서 확률과 통계를 

활용할 때 적분이 등장하는 건 필수다. 과학, 공학, 경제학 등에서 알고 싶은 대상

을 기술할 때, 미분을 포함한 방정식, 즉, ‘미분 방정식’의 형태로 서술할 수 있는 경

우가 많다. 따라서 이런 방정식을 풀거나 이해하려고 할 때, 미분의 역에 해당하는 

적분을 모르고서는 제대로 이해할 수가 없다.
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예시 답안

풀어보기 1

  처음 물의 양을 라 하면

  










































 


 




      ∴


 


  ⋯⋯  ㉠ 

  ㉠의 양변을 에 대하여 미분하면,

    





⋅


  





⋅


 

  따라서 가 의 


이 되는 순간의 


의 값은




 


⋅







∵ 


  이다.

논제 1

[1-1] ∆에 제시문 (가)의 삼각함수의 정의를 적용하면

    



이다. 따라서

   




  또한 ∆󰁀 ∆이므로 비례식

       즉    


 




으로부터

 

 

<다른풀이> 

  점 에서 선분 에 내린 수선의 발을  ′이라 하면  ′ 이므로

  ′  ′
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[1-2] 문제의 조건   으로부터 등식




  

을 얻고 이를 정리하면

  

을 얻는다.  이므로   


이다. 따라서   


 이다.

논제 2

[2-1]  초 동안에 주입된 기름은 다음과 같다.








 


















 




[2-2]  초 동안에 기름을 주입했더니 <그림 3>과 같이 탱크의 반이 채워지지 않았

고,  초 동안에 유입된 기름의 높이를  라 하자. 제시문 (나)에 의해  초 동안에 

유입된 기름은 









× 으로 주어진다. [2-1]의 결과를 이용하면











  




이 성립한다. 좌변을 적분하면











  

 









  







가 된다. 따라서 







 


 이므로

  







이 된다.

[2-3] 높이가 
 이므로 이 높이의 


는 




이 된다. 두 곡선이   


에 대해서 대칭이므로 구하는 부피는 전체 탱크의 부피에서 높이가 




까지의 

부피를 빼면 된다. 우선 전체 탱크의 부피를  라고 하면 

  















 




 





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이 된다. 높이가 




까지의 탱크의 부피  은

  












  



















이 된다. 따라서 구하려는 부피는 

  






 
























 




이 된다.

<다른풀이> 

  높이가 
 이므로 이 높이의 


는 




이 된다. 구하려는 부피  는

  

















  













 









이 된다. 첫 번째 적분을 계산하면












  







 




 


 

  




이 된다. 다음으로 두 번째 적분을 계산해 보자.   
  


라고 하면,















 


  









    








 

 

 









 

이 된다. 따라서 구하는 적분 값 는 

   ×




×     
  




    



 




이 된다.
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18 중앙대학교 모의
✾ 다음 제시문을 읽고 논제에 답하시오.

제 시 문

(가) 사이클로이드(cycloid)는 놀라움을 간직한 신비의 곡선으로, 파스칼이 사이

클로이드를 연구하며 고통스러운 치통을 잊었다는 일화가 있을 만큼 이 곡선의 

아름다움에 매료된 사람이 많았다. 사이클로이드는 바퀴라는 의미의 그리스어에

서 나온 말로 아래 그림과 같이 굴러가는 바퀴 상의 한 점의 궤적을 나타낸다.

x

yaθ

)cos1(
)sin(

θ
θθ

−=
−=

ay
ax

1696년 베르누이는 유럽의 물리학자들에게 ‘브라키스토크론(brachistochrone: 

그리스어로 ‘가장 짧다’는 의미의 ‘brakistos’와 ‘시간’을 의미하는 ‘kronos’를 합

친 말) 문제’라는 것을 낸 적이 있었다. 이는 위아래로 비스듬하게 떨어진 두 지

점 사이에서 어떤 경로를 따라 내려가는 것이 가장 빨리 내려갈 수 있는지를 

찾는 것이었다. 단순하게 생각하면 직선 경로가 최단 거리이기 때문에 가장 빠

를 것 같지만 실제로는 사이클로이드를 뒤집은 형태의 곡선을 따라 내려가는 

것이 가장 빠르다. 독수리는 먹이를 향해 낙하할 때 이 곡선 형태에 가깝게 낙

하한다. 땅 위에 있는 먹이를 잡을 때 직선이 아닌, 최단시간이 소요되는 곡선을 

그리며 목표물로 향하는 것이다. 또한 우리나라 전통 가옥의 기와 역시 사이클

로이드를 뒤집은 곡선의 모양을 하고 있어 빗물로 인한 목조건물의 부식을 막

는 데 도움이 된다.

(나) 다음 그림에서 C는 중심이 O이고 반지름이 인 원이다. 임의의 점 P에 대

하여, 원 C에 대한 P의 역점(inverse) Q는, 반직선   위의 점으로 선분 의 

길이와 선분 의 길이의 곱이 과 같은 점이다. 이때 P는 O가 아닌 점이다. 
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  예를 들어, 점 P가 원 C 위에 있다면 P의 역점인 Q는 점 P와 같은 점이 된

다. 그리고 점 P가 원 C의 내부에 있다면 점 Q는 원 C의 외부에 있게 된다. 반

대로 점 P가 원 C의 외부에 있다면 점 Q는 원 C의 내부에 있게 된다.

O P Q

r

C

한편, 두 원 C, D가 직교한다는 것은, 아래 그림과 같이 두 원의 교점에서 두 

원에 접하는 직선들이 서로 직교한다는 뜻이다. 즉, 점 O가 원 C의 중심, 점 E

가 원 D의 중심, 점 T가 두 원의 교점이라고 할 때, 두 원이 직교하면 두 직선 

  와   는 서로 직교한다.

T

O E

C
D

[논제 1] 제시문 (나)의 그림과 같이, 직교하는 두 원 C, D의 중심이 각각 점 O와 점 

E라고 하자. 두 점 O와 E를 잇는 직선과 원 D와의 교점을 P, Q라고 할 때, 

Q가 원 C에 대한 P의 역점인 것을 논리적으로 설명하시오.

[논제 2] 아래 그림과 같이 반지름이 인 원형 바퀴 C가 있고, 그 중심에서 거리가 




인 곳에 한 점 P가 있다. 평면에서 바퀴가 굴러가는 경우, 원 C에 대한 

점 P의 역점의 궤적을 그려 보고, 제시문 (가), (나)를 참조하여 그 궤적의 

식을 구하는 과정을 논리적으로 설명하시오.

P

a
C
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제시문 분석

1. 제시문 (가)

  (가)에서는 사이클로이드(cycloid)의 정의와 성질, 매개변수(를 이용한 방정식이 

나와 있다. [논제 2]를 해결하기 위해서는 실제로 제시문 (가)에 나타나 있는 매개

변수 방정식 표현을 이해하고 식을 유도할 수 있어야 한다. 

2. 제시문 (나)

  (나)에서는 ‘역점’이라는 새로운 기하학적인 용어에 대한 정의와 두 원의 수직조

건에 대해 정의하고 있다. 새로운 용어에 대한 이해를 바탕으로 [논제 1], [논제 2]

의 풀이가 가능하도록 제시되어 있다.

논제 분석

[논제 1]

  직교하는 두 원에서 점가 점 의 역점임을 보이기 위해   ∙ 라는 

식을 보여야 함을 설명한 후, 원의 반지름간의 관계를 이용해 논리적으로 증명하면 

된다. 이를 기술할 때, 증명에 필요한 등식도 언급하도록 한다.

[논제 2]

  [논제 1]에서 이해한 기하학적 개념을 바탕으로 제시문 (가)의 사이클로이드를 따

라 움직이는 점의 궤적을 구하는 문제이다. 이 문제를 해결하기 위해선 역점의 궤

적을 논리적으로 추론할 뿐 아니라, 제시문 (가)에서 얻은  의 식을 이해하고 응

용할 수 있어야 한다. 
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배경지식 쌓기

 사이클로이드(cycloid)의 매개변수 방정식

  

  그림과 같이 반지름의 길이가   인 원위의 한 점  가 이 원이 수직선 위를 구

를 때 점 가 그리는 자취를 사이클로이드(Cycloid)라고 하고 식은 다음과 같은 매

개변수 방정식으로 유도할 수 있다. 

  매개변수로서 원의 회전각을  가 원점에 있을 때   를 취하자. 원이   라

디안만큼 회전했다고 가정하자. 원이 직선과 붙어 있기 때문에, 그림에서 보듯이 원

점으로부터 굴러간 거리는

 의길이  
이고, 원의 중심은  이다. 의 좌표를  로 놓으면 그림으로부터 다음의 

사실을 알 수 있다.

    

       ∈

※ (주) : 


   일 때, 위의 방정식을 유도해 보자.
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풀어보기

1.  가 고정된 수일 때, 그림에서 점  의 모든 가능한 위치들로 구성된 곡선의 

매개변수방정식을 구하시오. 이 때 각  를 매개변수로 사용하시오. 그리고 매개

변수를 없애고 그 곡선이 무엇인지를 확인하시오.41)

2. 좌표평면 위에 놓인 곡선 위의 점의 좌표  가 다음과 같이 나타날 때, 이 

곡선의 길이를 구하시오.42)

 ,   

  
 

≤≤

41) James Stewart,. Calculus 6th Edition,. 청문각
42) 최용준, 적분과 통계, (주)천재교육
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읽기 자료

사이클로이드(cycloid) 곡선의 성질43)

1. 곡선의 길이

  (ⅰ)    ≤≤꼴로 주어진 곡선 의 길이 은  ′ 이 닫힌구간   

에서 연속이면 

       




 ′  






 


  이다.

  (ⅱ) 곡선 가 매개변수방정식      ≤≤이고  ′  ′ 이 닫힌구

간    에서 연속이며 가 에서 로 증가할 때, 가 꼭 한 번 가로지른다면, 

의 길이는 

 






 




 



  

이다.

  위의 식을 이용하여 사이클로이드의 한 개의 반원형의 호의 길이를 구해보면








 




 








    

 




   









 










 



 

 







  

  사이클로이드의 한 호의 길이는 사이클로이드를 만드는 원의 반지름의 배임을 

보여준다. 이 사실은 후에 런던에 있는 성 바울 성당의 설계자인 Christopher Wren

경에 의하여 1658년에 처음으로 증명되었다. 

2. 곡선과 축 사이의 면적

  곡선이 매개변수방정식      ≤≤로 주어지고 가 에서 로 

증가할 때, 가 꼭 한 번 가로 지른다면 정적분에 대한 치환법을 이용하여 다음과 

같이 면적을 계산할 수 있다.

면적 




 




 ′ 또는




 ′
  위의 적분식을 이용하여 사이클로이드의 한 반원형 밑의 넓이를 구하면 

43) James Stewart, 미분적분학. 2009. 청문각.   한국과학기술연구정보원 (http://www.ndsl.kr/)
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   




 




  

 




   




  

  

  사이클로이드의 한 호 아래 부분의 넓이는 사이클로이드를 만드는 회전원의 넓이

의 배임을 말해주고 있다. 갈릴레오는 이 결과를 추측하였으며, 프랑스수학자 로

베르발과 이탈리아 수학자 토리첼리에 의하여 이 사실이 최초로 증명되었다.

3. 출발점이 어디든 정점에 도달하는 시간이 같다 –‘등시곡선(tautochrone)’ 

  1583년 성당에서 예배를 드리던 갈릴레이가 천정에 매달린 진자의 주기가 진폭에 

상관없이 일정하다는 ‘진자의 등시성’을 발견했다는 이야기는 너무나 유명하다. 하

지만 정확하게 이야기 한다면 등시성(isochronism)은 진자의 진폭이 매우 작을 경

우에만 성립한다. 일반적으로 진폭이 커지면 주기도 증가하기 때문에 진자의 등시

성은 성립하지 않는데, 정밀한 시계가 없었던 당시에는 이러한 사실을 알아내기 어

려웠을 것이다. 

  그런데 네덜란드의 물리학자 호이겐스는 1673년 『진자시계(Horologium Oscilatorium)』

라는 명저를 통해 진자가 호가 아니라 사이클로이드를 따라 움직일 경우에 진자의 

궤도가 등시곡선(tautochrone)이 된다는 것을 증명하고, 이러한 성질을 이용해 진자

시계를 만들었다. 그의 진자시계는 두 개의 사이클로이드 벽면(<그림 1>에서  와 

 ) 사이에서 진자가 움직이도록 만든 것인데, 이렇게 하면 진자의 움직임도 사이

클로이드가 된다. 

<그림 1> 

 

  등시곡선은 정점에 도달하기 위해서 곡선 상의 어떤 점에서 출발하더라도 도달하

는 데 걸리는 시간이 같게 되는 성질을 갖는다. 즉, <그림 1>44)에서 보면 에서 

사이의 곡선은 사이클로이드인데 가장 아래 지점인 까지 진자가 내려오는 데 걸리

는 시간은 이 사이의 어떤 지점에서 출발하더라도 같다. 따라서 등시곡선을 따라 움

직이는 사이클로이드 진자는 진폭에 상관없이 일정한 주기를 갖게 되는 것이다. 

44) 출처 : 한국과학기술연구정보원 (http://www.ndsl.kr/)



수리논술 나침반 Ⅲ

 208 

  역학적 에너지 보존의 법칙을 이용하여 등시성을 다음과 같이 증명할 수 있다. 

  각 매개변수 방정식의 도함수를 구해 보면




  


   이고

            이다.

 역학적 에너지 보존의 법칙에 의하여




 

   


 ⇒  





 

  
 






  즉  






∴ 









 






 

  만약, 최대 정점의 높이에서 출발하지 않고 경로위의 한 점  에서 출발한다

면(즉, 원이 회전한 각의 양≤≤이    ≠인 점에서 출발)

   




 





   
  

 



 

  

 


  즉  



 

  

 


 








 

  

 


  여기서,   ⇒   


이므로

 








 

  

 
 



 























 ⋯
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





 




라 두면  
 









   이므로 

  식은  



 







 




 

  




 가 된다.

4. 최속 강하거리를 찾아주는 ‘사이클로이드’ 

  1696년 쟝 베르누이는 유럽의 물리학자들에게 ‘브라키스토크론(brachistochrone, 

그리스어의 가장 짧음을 의미하는 ‘brakistos’와 시간을 의미하는 ‘kronos’를 합친 말

로 보통 ‘최속강하선’이라고 불린다) 문제’라는 것을 낸 적이 있었다. 이는 위아래로 

떨어진 두 지점 사이에서 어떤 경로를 따라 내려가는 것이 가장 빨리 내려갈 수 있

는지를 찾는 것이었다. 흔히 생각하면 직선 경로가 최단 거리이기 때문에 가장 빠

를 것 같지만 실상은 사이클로이드 곡선을 따라 내려가는 것이 가장 빠르다. 사이

클로이드 위에서는 각 지점에서 중력가속도가 줄어드는 정도가 직선보다 작기 때문

에 가속도에 의해 속도가 점점 빨라져서 도착 지점까지의 시간이 직선이나 다른 어

떤 궤적 보다 빠른 것이다. 즉 풀장의 미끄럼틀도 놀이터에 있는 것과 같은 직선 

형태로 만드는 것보다 사이클로이드 형태로 만들게 되면 더 빨리 내려오기 때문에 

더 큰 스릴을 맛볼 수 있는 것이다. <그림 2>45)에서 보면 에서 동시에 출발한 

두 공 중 사이클로이드 위를 구르는 공이 직선 위를 구르는 공보다 더 먼 거리를 

이동함에도 불구하고 지점에 먼저 도착하게 된다.

<그림 2> 

  이 문제를 최초로 풀어낸 것은 베르누이 형제였으며, 이후 뉴턴과 라이프니츠, 로

피탈이 풀이에 성공했다고 한다. 전해지는 바에 의하면 당시 많은 물리학자들이 몇 

달 동안 이 문제를 풀기 위해 고민했으나 뉴턴은 단 하루만에 풀어 버렸다고 한다.

45) 출처 : 한국과학기술연구정보원 (http://www.ndsl.kr/)
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예시 답안

풀어보기 1

  그림에서 점  의 좌표는   이고,

  좌표는  이므로  점     이다.

  즉,       이므로 이 식을   에 대입하여 정리하면





 

이고, ≠이므로 아래 그림과 같이 자취는 타원이 된다.

풀어보기 2

  


 


, 


 

 
 이므로 구하는 곡선의 길이 은

   








 



 

 




    








 

 













 
   

  
 






  


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논제 1 46)

P

R
r

Q

 

  제시문 (나)에 역점의 정의에 따라 점 가 원 에 대한  의 역점임을 보이려면 

∙   임을 보이면 된다.

  이므로 

      ∙

논제 2

  (ⅰ) 역점의 자취의 그래프

  

  (ⅱ) 역점의 자취의 방정식

  아래 그림과 같이 점 에 대한 역점은 중심으로부터 거리가 지름의 길이  떨
어진 점 가 된다. 

46) 중앙대 모의논술 해설 참조
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  그림에서 구하고자 하는 점의 좌표를  라 두고, ∠′  라 두면 

 


 


  이다. 또한,  ′   이므로 

 ′   

 


 

 






이고

 ′       ′    이다.

MEMO
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19 한국외국어대학교 수시
✾ 다음에 주어진 내용과 조건 M을 이용하여 [문제]에 답하시오.

제 시 문

<그림 1> 상태전이도

          

 














  
  
  

 

 또는

  










  
  
  

  아래의 [문제]와 관련해서 유사한 상황을 다음과 같이 설정해 보자. 이동통신

회사 A, B, C의 고객 이동 현황에 관한 추세를 월 단위로 분석하여 <그림 1>

에 제시한 것과 같은 확률에 의해 가입자가 변하고 있음을 파악하였다. 이러한 

그림을 상태전이도라고 하는데 화살표는 고객이 가입사를 옮기는 방향, 이에 대

응하는 숫자는 이렇게 전이할 조건부확률을 나타낸다. 예를 들어, A, B 사이의 

0.3은 어느 달의 가입 상태가 A사일 때 다음 달의 가입 상태가 B사로 바뀔 조

건부확률이다. <그림 1>의 관계를 행렬로 나타내면 오른쪽의 와 같고, 이를 

전이확률행렬이라 부른다. 여기서, A, B, C는 전이 관계를 파악하기 위해 편의

상 표기한 것이다. 이러한 전이 관계에서 다음의 상자 안에 주어진 조건 M을 

만족한다고 하자.

 조건 M

1. 현재 시점을 이라 할 때, 다음 시점인 에서의 상태는 과거 시점과는 독

립이고 오직 현재 상태에만 의존함. 

2. 번째 시점에서 상태가 일 때,   시점의 상태 로 이동할 확률은 어느 

달을 기준 시점으로 하거나 같음.

   (위 예에서  는 각각 가입사 중 하나를 나타냄) 

3. 현재 시점에서   시점 후의 상태로 전이 관계를 나타내는 -단계 전이확률

행렬을  이라 하면, 다음이 성립함.

   × ×⋯×  

4. 지정된 상태에서 한 시점 또는   시점 후에 제자리에 머무는 것을 포함하여 

다른 상태로 이동할 확률의 합은 1임. 즉, 전이확률행렬 또는 -단계 전이확

률행렬의 각 행에 있는 확률의 합은 1임.
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[문제 1] 어떤 회사에서 매주 금요일에 직원들의 출근 수단을 자가용(A)과 대중교통

(B) 이용만을 대상으로 조사한 결과 아래의 상태전이도와 같은 관계로 매주 

변하고 있음을 확인하였고, 여기서 전이 관계는 위에 주어진 조건 M을 적용

할 수 있다고 가정한다. 논리적인 근거를 제시하거나 조건 M에서 필요한 부

분을 이용하여 다음 물음에 답하시오. 

(1) 금주에 자가용으로 출근한 사람이 2주 후에 자가용으로 출근할 확률을 구하시

오. 한편, 금주 금요일 조사결과 직원의 60%가 자가용으로 출근했다고 한다. 2

주 후 금요일에 자가용으로 출근할 직원의 비율을 예측하시오. 단, 결과는 기약

분수로 나타내면 됨.

(2) 위의 상태전이도에 대응되는 전이확률행렬을 라 할 때, -단계 전이확률행렬

의 극한값 lim
→∞
 을 유도하시오. 

(3) 주어진 전이확률행렬을     
 

라 하고, -단계 전이확률행렬을 

     
 

이라고 할 때,  다음 관계식이 모든 자연수 에 대해 성립함을 

수학적 귀납법으로 설명하시오.







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제시문 분석

1. 전이확률행렬과 조건에 대해 소개하고 있다.

  조건부 확률과 전이확률행렬에 대한 설명이 주어져 있고, ‘상태전이도’를 행렬로 

표시하는 방법을 소개하고 있다. 또한 조건을 제시하여 전이확률 행렬의 각 성분

에 대한 설명과 -단계 전이확률행렬에 대해 이해를 돕고 있다. 

논제 분석

[문제 1-1] 전이확률행렬 를 나타내고  을 이용하여 2주 후 자가용으로 출근할 

확률을 계산할 수 있는가?

먼저 금주에 자가용으로 출근한 사람이 주 후 자가용으로 출근할 확률을 구한

다. 그리고 금주 조사결과 직원의 가 자가용으로 출근했을 때 주 후 자가용

으로 출근할 직원의 비율을 계산한다. 뒤의 문제는 금주 자가용으로 출근한 사람이 

주 후 자가용으로 출근하는 경우와 금주 대중교통을 이용했지만 주 후 자가용으

로 출근하는 경우를 모두 고려해야 한다.

[문제 1-2]  을 계산하고 lim
→∞
  을 구할 수 있는가?

  행렬의 거듭제곱을 구하는 문제로 성분의 행 또는 열의 합이 인 경우, 즉

   의 꼴은  의 각 성분을 점화식을 이용하여 일반항을 구할 수 있다. 

    ≠ ≠ ≠ ,  의 꼴은 일반항을 구하지 않고 극한값을 바

로 계산할 수도 있다.

[문제 1-3] 수학적 귀납법

  행렬 의 각 행의 각 성분의 합이 일 때,  의 행 열의 성분의 일반항을 

수학적 귀납법을 사용하여 증명한다.
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배경지식 쌓기

1. 행렬의 거듭제곱

  (1)    


   

 
            (2)    



   
 

 ,    


   

 

2. 점화식

     ≠ ≠ ≠의 유형은    의 꼴로 변형가능하

며, 이때,  는  첫 항이  , 공비가   이고, 일반항은

   
   

이다.  그러므로    
  이다.

  (1)     의 경우       lim
→∞
 lim

→∞
    이므로

                          lim
→∞
 lim

→∞
 

  

  (2)    의 경우는 발산한다.

3. 수학적 귀납법

  자연수 에 대한 명제이 모든 자연수 에 대하여 성립한다는 것을 증명하

라면 다음 두 가지를 보이면 된다.

  (1)  일 때, 명제 은 성립한다.

  (2) 일 때 명제 이 성립한다고 가정하면 

     일 때에도 명제 이 성립한다.

풀어보기

1. 이차정사각행렬 의   성분  가

        

이다. 행렬 ⋯의  의 성분을 구하시오. (2011 대수능)

2. 의 물을 두 그릇  에 나누어 부었다. 그 다음에 그릇 의 물의 


을 퍼 

내어  그릇 에 붓고, 다시 그릇 의 물의 


을 퍼내어 그릇  에 부었다. 이

러한 작업을 한없이 계속할 때, 그릇 에 들어 있는 물의 양을 구하시오.
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3.47)  오른쪽 그림과 같이 가로로 칸, 세로로 칸인 표의 

각 칸에 위에서부터 차례로 ○표 또는 ×표를 그려 넣는 

작업을 할 때, ×표는 가로로도, 세로로도 연속하여 그릴 

수 없다고 한다. 세로로 번째 줄의 칸까지 ○표 또는 

×표를 그려 넣을 수 있는 방법의 수  을 점화식으로 

표현하시오. 

4. 어떤 회사에서 새로 추진하려는 사업에 대하여 전체 사원을 대상으로 세 차례에 

걸쳐 찬반 의견을 조사하였다. 차 조사 결과 찬성이 %, 반대가  %였다. 아래 

표는 사업 설명회 이후 차 조사 결과 차 조사와 달리 찬반 의견을 바꾼 비율

과 사원 토론회 이후 차 조사 결과 차 조사와 달리 찬반 의견을 바꾼 비율을 

각각 나타낸 것이다.

       변화

 조사

직전 조사에서 찬성한 사원 중

반대로 의견을 바꾼 비율

직전 조사에서 반대한 사원 중

찬성으로 의견을 바꾼 비율

차 조사 결과 % %

차 조사 결과 % %

    ,    
 

,    
 

일 때, 차 조사 결과 전체 사원 중에

서 찬성하는 사원들의 비율을 나타내는 것은? (단, 기권한 사원은 없다.) 

(2009 전국연합)

① 의  성분      ② 의  성분      ③ 의  성분

④ 의  성분      ⑤   의  성분

47) 이성기 외1명 (2010) 수능아우라. 수리영역 수학Ⅰ. 1000제
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읽기 자료

마르코프 연쇄

1. 마르코프48)

  마르코프(Andre A. Markov, 1856～1922)는 러시아의 수

학자로 확률과정이론, 특히 마르코프 연쇄라는 이론을 발전

시켰다. 그의 연구는 상호종속적 사건들의 확률연구에 기초

하여 발전했고 생물학과 사회과학에 널리 응용되었다. 그는 

1886년부터 상트페테르부르크대학교에서 학생들을 가르쳤으

며 1896년 러시아 과학 아카데미 회원이 되었다. 초기에는 

정수론과 해석학 연구에 주력했는데 주로 연속분수, 적분의 

극한, 근사치 이론, 급수의 수렴에 관계된 것이었다. 1900년 

이후에는 주로 확률론에 연구를 집중시켰다. 그는 중심극한

정리를 증명했는데, 이 정리는 많은 임의의 독립변수들의 합은 근사적으로 정규분

포 또는 가우스 분포에 가까워진다는 것이다. 그뒤 연쇄 사건이라는 중요개념을 도

입해서 상호 종속변수들의 연구로 전환했다. 그는 독립사건에 관한 몇몇의 고전적 

결과를 일정한 형태의 연쇄로 확장했다.

2. 마르코프 연쇄49)

  마르코프 연쇄(Markov chain)는 마르코프 성질을 가진 이산 시간 확률 과정이다. 

러시아 수학자인 안드레이 마르코프의 이름에서 왔다.

  마르코프 연쇄는 시간에 따른 시스템 상태의 변화를 나타낸다. 매 시간마다 시스

템은 상태를 바꾸거나 같은 상태를 유지한다. 상태의 변화를 전이라 한다. 마르코프 

성질은 과거와 현재 상태가 주어졌을 때의 미래 상태의 조건부 확률 분포가 과거 

상태와는 독립적으로 현재 상태에 의해서만 결정된다는 걸 뜻한다.

48) 브리태니커 마르코프
49) 위키백과 마르코프 연쇄
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3. 마르코프 연쇄의 활용50)

  시장조사팀이 치약에 대한 소비자의 선호도를 알아보기 위하여 통제된 조사를 하

려고 한다. 소비자 샘플은 명으로 구성하고 소비자 각자는 몇 개월의 기간 동안 

두 제품의 치약을 사용한다. 조사 결과에 근거하여 조사팀은 치약의 선호도에 대하

여 다음과 같은 통계를 얻었다.

  어떤 달에 A브랜드를 사용한 사람의 는 다음 달에도 같은 제품을 사용했으

나 는 B브랜드로 바꾸었다. 반면, B브랜드를 사용한 사람의 는 다음 달에

도 같은 제품을 사용했으나 는 A브랜드로 바꾸었다. 이것은 백분율을 소수로 

바꾸면 아래 그림과 같이 요약되며 확률과 동일하게 다룬다.

  조사가 시작되었을 때, 명이 A브랜드를 사용하고 명이 B브랜드를 사용하

고 있었다고 가정하자. 한 달 후, 각각의 브랜드를 사용하고 있는 사람은 몇 명이 

되겠는가?

  위 상황을 행렬의 곱으로 나타내면 다음과 같다.

  
      

  이 행렬을  라하고     ,     라 하자. 이때  의 각 성분이 A브랜

드와 B브랜드의 한 달 후의 사용자 수이다. 이러한 표기법을 계속하여 를 개월 

후에 각각의 치약을 사용하는 사용자 수라고 하면 다음 식을 만족한다.

      ⋯

 
    ⋯

  이때  를 추이행렬(transition matrix)이라 하고,  와  를 알고 있으면 반복 계

산하여 임의의 를 항상 구할 수 있다는 것을 의미한다. 또한  는 개의 추

이에서 상태 에서 상태 로 변한 확률이 된다.

50) 선형대수학 (2010) David Poole 지음. 강혜정외 22명 옮김. 경문사
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예시 답안

풀어보기 1

     
 

이므로     이다.

  따라서 이다.

  ⋯ ⋯

                    

 


    

 

이므로  의 성분은 이다.

풀어보기 2

  번 작업 후에 두 그릇  에 들어있는 물의 양을 각각  이라 하면

     ⋯

  


  

   

 


  


 


  




   


  



 





     ∴  


       그러므로 lim

→∞
 



풀어보기 3

  번째 줄이 ○○인 경우의 수를  , 번째 줄이 ○ ×인 경우의 수를  , 

번째 줄이 × ○인 경우의 수를  이라 하면     

  (ⅰ) 번째 줄이 ○○이려면 번째 줄은 무엇이든 상관없다.

   

  (ⅱ) 번째 줄이 ○ ×이려면 번째 줄은 ○○  또는 × ○

     

  (ⅲ) 번째 줄이 × ○이려면 번째 줄은 ○○  또는 ○ ×

    

  그러므로         
        

      ⋯
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풀어보기 4

  차 조사에서 찬성한 사원의 비율과 반대한 사원의 비율을 나타내는 행렬이 

 일 때, 차 조사에서 찬성한 사원의 비율은  로 행렬 의 

 성분과 같다.

문제

  전이확률행렬 






















이면,  






















이다.

  (1) (ⅰ) 금주에 자가용으로 출근한 사람이 주 후에 자가용으로 출근할 확률은 

금주(자가용) → 다음주(자가용)   → 2주 후(자가용) 의 경우: 


×


 


 

금주(자가용) → 다음주(대중교통) → 2주 후(자가용) 의 경우: 


×


 



  두 가지 경우의 합이다. (즉,  의 행 열의 성분의 값과 같다.)

  따라서 





 


이다.  

  (ⅱ) 직원 전체의 인원을 라 두면, 금주 자가용으로 출근한 직원의 수는  , 

대중교통을 이용한 직원의 수는 이다. 

  금주에 대중교통으로 출근한 사람이 주 후에 자가용으로 출근할 확률은 

금주(대중교통) → 다음주(자가용)   → 2주 후(자가용) 의 경우: 


×


 



금주(대중교통) → 다음주(대중교통) → 2주 후(자가용) 의 경우: 


×


 



  두 가지 경우의 합이다. 따라서 





 


이다.

  따라서 금주 자가용으로 출근하고 주 후 자가용으로 출근하는 경우는 

×

 


이고, 금주는 대중교통으로 출근하지만 주 후에 자가용으로 출근하

는 확률은 ×




이다. 그러므로 주 후 자가용으로 출근할 직원의 비율

은 











이다.

  조건의 번에 의해 행렬의 곱으로 나타내면 다음과 같다.

  












































   






















  




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  (2) 전이확률행렬 






















이고,    

 
   라 두면 

     
 

   
 






















이다. 따라서

  


 


  


 


 


  



이고, 일반항을 구하면   




 
 
 

이다. 나머지도 같은 방법으로 계산하면 
















 
 
 




 

 
 
 




 

 
 
 






 
 
  이다.

  따라서 lim
→∞























이다.

  (3) 전이확률행렬을     
 

, -단계 전이확률행렬을      
 

이라

고 하자.

   일 때  







 이므로 성립한다.

  일 때   의  를  




라 두면 조건의 과 에 

의해   


이다.

    의   
의× 의×이므로

    



 
 










 














  따라서 모든 자연수 에 대해 다음 식이 성립한다. 







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20 한양대학교 모의
[논술 1] 다음 제시문을 읽고 지시에 따라 논술하시오.

제 시 문

(가) 가 양의 실수이고 이 자연수라 하자. 의 거듭제곱 은

 
 
번
⋯

으로 정의한다. 의 제곱근  는 방정식   의 양의 실수해로 정의한다.

(나) 가 양의 실수이고 이 양의 유리수라 하자. 은, 이 두 자연수  이 

있어서  


으로 표현될 때, 

  

으로 정의한다. 즉,  의 양의 실수해로 정의한다.

(다) 가 양의 실수이고 가 양의 실수라 하자. 은,    ⋯가 로 수렴하

는 양의 유리수의 수열이라 할 때, 수열 


 

 
⋯

이 수렴하는 실수로 정의한다.

(라) 가 양의 실수이고  가 양의 실수이면 

  

가 성립한다. 또한 이고  이면

  

가 성립한다.

(1) 
이 


보다 크고 보다 작은 수라는 것을 설명하시오.

(2) 가 양의 실수일 때 를, 가 음 또는 영일 때에도 정의하고, 자신이 제시한 정의

에 대해 그 적절성을 설명하시오.
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[논술 2] 다음 제시문을 읽고 지시에 따라 논술하시오.

제 시 문

  할당 문제(assignment problem)는 조합 최적화에 관한 문제인데, 다음과 같이 

일반적인 형태의 문제로 나타낼 수 있다. 

  해야  하는 일들(tasks)과  수행할 기계들 또는  사람들  (agents)이  있다. 수행할 

기계 또는 사람들에게 작업들을  어떻게 할당하느냐에  따라  비용이  달라지므로, 

총비용을  최소화하는  할당을 찾아라.

  사람들에게 할 일을 할당하는 문제, 축구 선수에게 포지션을 배정하는 문제 

(예를 들어, 박지성 선수를 측면 공격수로 기용하는 것과  중앙미드필더로 기용

하는 것 중 어느 것이 한국 대표팀의 역량을 보다 발휘시킬 수 있는가?) 또는 

건설 현장에서 주어진 장비들을 활용하여 어느 곳에서 일을 하는 것이 좋은지

에 대한 문제 등이 있다. 할당 문제에서는 해야 할 일의 가지 수와 수행할 기계 

또는 사람의 수가 같고, 일대일대응으로 일이 주어진다고 가정한다. 개의 일과 

명의 사람이 있다고 하자. 일을 사람들에게 할당하는 방법은  개가 있다. 이

때 번째 사람이 번째 일을 하는 비용을 라고 하고,  행렬











  ⋯
  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯ 

 

를 비용행렬(cost matrix)라고 한다. 

  주어진 × 행렬 에서 어느 두 개도 같은 행이나 열에 있지 않는 개의 

행렬 의 성분들의 집합을 할당(assignment)이라 하고, 할당에 있는 개의 원

소들의 합을 비용(cost)이라 한다. 그리고, 가장 작은 비용(cost)을 갖는 할당

(assignment)을 최적 할당(optimal assignment)이라 한다. 할당 문제는 주어진 

비용행렬에서 최적 할당을 찾는 것이다. 예를 들어, 개의 장비를 개의 건설 

현장에 배정한다고 할 때 를 번째 장비와 번째 건설 현장과의 거리라고 하

자. 개의 장비가 건설 현장으로 이동하는 총 거리가 가장 작은 할당이 최적 할

당이다. 최적 할당을 찾는 알고리듬 중의 하나는 헝가리 방법이고, 이 방법은 5

단계로 이루어져 있다. 이를 살펴보도록 하자.
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건설 현장

1 2 3 4

불

도

저

1 90 75 75 80

2 35 85 55 65

3 125 95 90 105

4 45 110 95 115

1단계 : 각 행의 성분들을 그 행의 가장 작은 성분으로 빼시오. 

2단계 : 1단계 결과의 행렬에서 각 열의 성분들을 그 열의 가장 작은 성분으로 

빼시오.

3단계 : 1-2단계를 통해 구해진 행렬에서 0성분을 모두 포함하도록 행과 열에 

직선들을 긋되, 직선의 개수가 최소가 되도록 하시오. (이 경우, 직선을 

긋는 방법은 유일하지 않다.)

4단계 : 다음과 같은 방법으로 최적화를 판별하시오.   

 (i) 3단계에서 그어진 직선의 개수가 개이면, 여기서 멈춘다.

 (ii) 3단계에서 그어진 직선의 개수가 개 미만이면, 5단계를 실행한다.

5단계 : 3단계에서 직선으로 그어지지 않은 모든 성분들을 그들 중에서 가장 작

은 성분으로 빼고, 3단계부터 다시 실행하시오.

  다음과 같이 4대의 불도저와 4곳의 건설 현장사이의 거리에 대한 비용행렬이 주

어져 있다. (표 안의 단위는 km이다).

 

  헝가리 방법을 사용하여 불도저들의 총 이동거리가 최소가 되도록 불도저를 배정

하시오.

제시문 분석

1. <논술 1>

  지수가 자연수, 양의 유리수, 양의 실수일 때 지수를 정의하고 있다.

2. <논술 2>

  비용행렬에서 어느 두 개도 같은 행이나 열에 있지 않는 행렬의 성분들의 집합을 

할당(assignment)이라 하고, 할당에 있는 개의 원소들의 합을 비용(cost)이라 한

다. 이때 가장 작은 비용(cost)을 갖는 할당(assignment)을 최적 할당(optimal 

assignment)이라고 하는데, 제시문은 최적 할당을 찾는 알고리듬 중의 하나인 헝가

리 방법을 소개하고 있다.   
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논제 분석

[논제 1]“지수의 밑이 1보다 크면 증가함수이다.”를 이용하여 부등식을 증명할 수 있

는가?

  가 약 임을 이용하여 의 범위를 찾을 수 있다. 또 이것을 이용하면  






  이 되는 과정을 유추할 수 있다.

[논제 2] 헝가리방법을 이해하고 적용할 수 있는가?

  주어진 행렬이 ×행렬이므로 행렬에서 모든 0을 긋는 최소의 선의 개수가 4개

가 되면 알고리즘을 멈춘다. 제시문의 최적할당을 이해하여 이동거리가 최소가 되

도록 불도저를 배치할 수 있다.

배경지식 쌓기

1. 지수법칙

        이고,   이 실수일 때, 

  (1)    (2) 

 

  (3)    (4) ÷   

2. 실수인 거듭제곱근

  방정식  의 근 중에서 실수인 것은 다음과 같다.

  (1) 이 홀수이면 의 제곱근 중에서 실수인 것은   로 한 개 뿐이다.

  (2) 이 짝수이고   이면 의 제곱근 중에서 실수인 것은 ±  로 2개, 

  이면 으로 1개,   이면 의 제곱근 중에서 실수는 없다.
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풀어보기

1.   이 자연수일 때 위의 지수법칙이 성립함은 알려져 있다. ≠이고 이 

양의 정수일 때,    ,  


으로 정의하면   이 음의 정수일 때, 지수

법칙 (1)이 성립함을 증명하시오.

2.  이고 임의의 유리수    에 대해    가 성립함을 증명하시오.
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John Forbes Nash Jr.

그림 출처: www.Google.co.kr

읽기 자료

영화 <뷰티풀 마인드>와 게임이론

  <뷰티플 마인드>는 경제학자이자 수학자인 존 내쉬

를 주인공으로 한 영화이다. 존 내쉬는 금발의 미녀를 

둘러싼 남학생들의 심리적인 역학 관계에서 단서를 얻

어 년 ‘내쉬 균형(Nash equilibrium)’이라는 개념을 

내놓고 일약 천재적인 학자로 주목을 받았다.

  그러나 그 후, 내쉬는 정신 분열증으로 인해 파란만장

한 인생의 우여곡절을 겪으면서 반세기가 지난 년

에야 노벨 경제학상을 공동 수상했다. 내쉬의 균형 이론

은 게임 이론의 발전에 크게 기여했다. 게임 이론은 각

각 자신의 이익을 최대화하기 위해 경쟁할 때 최적의 

선택을 하는 방법을 수학적으로 분석하는 이론이다.

  게임 이론에는 상대방의 전략에 상관없이 자신의 최

선의 전략이 결정되는 ‘결정 게임’과 이와 달리 상대방의 전략에 따라 자신의 전략

이 달라지는 ‘비결정 게임’이 있다. 이 두 가지 중 비교적 간단한 결정 게임의 예는 

다음과 같다.

1. 일본군과 연합군의 선택

  년 일본군과 연합군은 뉴기니아 섬에서 대치하고 있었다. 일본군은 뉴브리턴 

섬의 북쪽 항로(비스마르크 해)나 남쪽 항로(솔로몬 해) 중 한 곳을 선택하여 물자

를 수송하고 병력을 이동시키려 하고, 연합군은 이동 중인 일본군을 폭격하기 위하

여 마찬가지로 북쪽 항로나 남쪽 항로를 선택하려고 한다. 이때 각각의 경우 연합

군이 일본군을 폭격할 수 있는 기간은 다음과 같다.  

일본
연합군

북쪽 항로  남쪽 항로

북쪽 항로 2일 2일 

남쪽 항로 1일 3일

  연합군은 되도록 폭격 가능한 날을 늘리려고 하겠지만, 일본군은 줄이려고 할 것

이다. 이 상황에서 연합군과 일본군의 최선의 전략은 무엇일까? 

  각 진영은 자신이 취하는 전략에 따라 일어날 수 있는 최악의 경우를 생각하고 

그 중 나은 전략을 선택해야 한다. 연합군이 북쪽 항로를 택할 때에는 일본군의 선

택과 상관없이 2일간 폭격할 수 있다. 또 연합군이 남쪽 항로를 택할 때에는 일본

군이 북쪽 항로를 택하느냐, 남쪽 항로를 선택하느냐에 따라 각각 1일과 3일을 폭
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격할 수 있으므로 최악의 경우는 1일이 된다. 연합군이 자신이 북쪽 항로와 남쪽 

항로를 택할 때 각각 최소 폭격 일수인 2일과 1일 중에서 더 유리한 2일, 즉 북쪽 

항로를 택하게 된다.

  한편 일본군이 북쪽 항로를 택하면 연합국의 선택에 따라 각각 2일 또는 1일간 

폭격을 받게 되므로 그 중 최악은 2일간 폭격을 받는 것이다. 일본군이 남쪽 항로

를 선택할 때의 최악의 경우는 3일간 폭격을 받는 것이다. 이 중에서 피해가 적은 

쪽은 2일, 즉 일본군이 북쪽 항로를 택할 때이다. 정리하면 연합군과 일본군은 모두 

최악의 경우 중 최선인 북쪽 항로를 선택하게 된다.

연합군이 북쪽 항로를 택할 때의 최악은 2일
⇒ 둘 중의 최선은 2일

연합군이 남쪽 항로를 택할 때의 최악은 1일  

일본군이 북쪽 항로를 택할 때의 최악은 2일
 ⇒ 둘 중의 최선은 2일

일본군이 남쪽 항로를 택할 때의 최악은 3일  

예시 답안

풀어보기 1

     (단,   는 양의 정수)라 두면

      





        

풀어보기 2

  정수           에 대하여  


   


라고 두면

  









 









        




   
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논제 1 51)

  먼저 


 


임을 관찰하자. 이것은




  


  ,  


  


 



으로부터 알 수 있다. 따라서, 제시문 (라)에 의해 






 
  





을 얻는다. 

  이제 




      이고 


 


이므로 







이 성립하고,






     이고   이므로 




 이 성립한다. 

  그러므로, 







 
  





 이 성립하고, 특히 




  이라는 결론에 

도달한다.

논제 2

  가 음수이면  



로 정의하고,  이면   로 정의하자. 

  그러면, 가 양수일 때,      이고   ⋅


 이므로 

   가 성립하게 된다.

  일반적으로, ,  일 때, 

 


  


 



⋅

 

이므로   가 성립한다.

  또한,  ,  이고 일 때, 

 

⋅       

이고, 이 사실을 이용하면 ,  이고  일 때, 

     


 



⋅

   

이므로, 와 가 이 아닌 실수일 때,   가 성립함을 알 수 있다. 

51) 한양대 모의논술 해설 
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  마지막으로   혹은 가 이라 하자.  인 경우만 생각하면 충분하다.

      

이므로, 위에서와 같이 정의하면   가 모든 실수  에 대해 성립함을 알 

수 있다.

논제 3

  제시문에서 주어진 헝가리 방법을 사용하기 위해 문제의 4대의 불도저와 4곳의 

건설 현장사이의 거리를 행렬로 표현하면 다음과 같다. 

90 75 75 80

35 85 55 65

125 95 90 105

45 110 95 115

  헝가리 방법의 1단계를 적용하자. 즉, 1행의 모든 성분을 1행의 가장 작은 수 75

로 빼면 

15 0 0 5

35 85 55 65

125 95 90 105

45 110 95 115

이다. 이와 같은 방법을 2, 3, 4행에 실행하면, 즉 2행의 모든 성분을 35로 빼고, 3

행의 모든 성분을 90으로 빼고, 4행의 모든 성분을 45로 빼면 다음과 같다. 

15 0 0 5

0 50 20 30

35 5 0 15

0 65 50 70

  헝가리 방법의 2단계를 적용하자. 1, 2, 3열은 0을 포함하고 있으므로 0으로 각 

성분을 빼도 같다. 4열에서 가장 작은 수인 5로 4열의 성분을 빼면 
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15 0 0 0

0 30 0 5

35 5 0 10

0 45 30 45

15 0 0 0

0 50 20 25

35 5 0 10

0 65 50 65

15 0 0 0

0 50 20 25

35 5 0 10

0 65 50 65

을 얻는다. 위의 행렬에서 0성분을 모두 포함하게 행과 열에 선을 긋되 선의 개수

를 최소로 하면 다음과 같다. 

  행렬의 0인 모든 성분을 포함하게 긋는 선의 최소의 개수는 3이므로, 5단계를 실

행한다. 5단계에 따라 3개의 선으로 그어지지 않은 성분 중 가장 작은 수인 20으로 

선으로 그어지지 않은 성분들을 뺀다. 

15 0 0 0

0 30 0 5

35 5 0 10

0 45 30 45

  위의 행렬을 0성분을 모두 포함하게 행과 열에 선을 긋되 선의 개수를 최소로 

하자.

  마찬가지로 선의 개수는 3개이므로 다시 5단계를 실행하자. 즉, 선으로 그어지지 

않은 성분 중 가장 작은 수인 5로 선으로 그어지지 않은 성분을 모두 빼면, 다음 

행렬을 얻는다.
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15 0 0 0

0 25 0 0

35 0 0 5

0 40 30 40

15 0 0 0

0 25 0 0

35 0 0 5

0 40 30 40

  위의 행렬에서 다시 0을 모두 포함하는 최소 개수의 선을 그으면 다음과 같이 

된다.

  위의 행렬에서 모든 0을 긋는 최소의 선의 개수는 4개이므로, 4단계의 (i)을 만족

한다. 따라서 최적의 할당을 찾으면 다음과 같다.  

15 0 0 0

0 25 0 0

35 0 0 5

0 40 30 40              

15 0 0 0

0 25 0 0

35 0 0 5

0 40 30 40

  첫째 행렬에서의 최적할당은 불도저 1은 건설 현장 4로, 불도저 2는 건설 현장 3

으로, 불도저 3은 건설 현장 2로, 불도저 4는 건설 현장 1로 보내는 것이고, 이때 

총 이동거리는 

80 + 55 + 95 + 45 = 275km

이다. 둘째 행렬에서의 최적할당은 불도저 1은 건설 현장 2로, 불도저 2는 건설 현

장 4로, 불도저 3은 건설 현장 3으로, 불도저 4는 건설 현장 1로 보내는 것이고, 이

때 총 이동거리는 

75 + 65 + 90 + 45 = 275km

이다. 불도저를 건설 현장에 총 이동거리가 최소가 되도록 배정하는 방법은 위의 2

가지이고, 최소의 총 이동거리는 275km이다.
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21 한양대학교 수시 2차(오전)
[논술 1] 다음 제시문을 읽고 물음에 답하시오.

제 시 문

(가) 고대 그리스 시대의 피타고라스학파는 우주 만물이 수로 이루어져 있다고 

믿었다. 그래서 도형을 이용하여 숫자를 표현하고 수와 도형의 관계를 연구하였

다. 이렇게 하여 도형으로 묘사된 자연수를 형상수라고 한다. 여러 형상수에는 

각각 일정한 규칙이 숨어 있는데 이것을 찾는 과정에서 여러 가지 수학적 사고

를 할 수 있다. 삼각수는 다음 그림과 같이 삼각형으로 배열된 점의 개수로 

   ⋯ 으로 나타난다.

  사각수는 다음 그림과 같이 사각형으로 배열된 점의 개수로    ⋯  으

로 나타난다.

  오각수는 다음 그림과 같이 오각형으로 배열된 점의 개수로    ⋯ 으

로 나타난다.

(나) 용규는 수업 시간에 형상수에 대해 공부한 후 “삼각수이면서 동시에 사각

수인 수는 어떤 것들이 있을까?”란 문제를 생각하고 다음과 같은 사실을 알게 

되었다. 번째 삼각수는 


이고 번째 사각수는  이므로, 이 문제는 




 인 자연수 과 을 찾는 문제와 같다. 이 등식의 양변에 을 

곱한 후 정리하면    이 되므로 이 문제는 쌍곡선의 방정식 

   을 만족하는 자연수 와 를 찾는 문제로 바뀌게 된다.
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(다) 제시문<나>에 정의된 쌍곡선 위의 자연수 점    로부터, 무리수 

 를 사용하여   ‧  을 인수분해하면    을 얻게 

되고 이를 전개하여 얻는 쌍곡선 위의 자연수 점    로부터 번째 

삼각수인 이 번째 사각수와 같게 됨을 알 수 있다. 비슷한 방식으로 

   의 양변을 여러 번 거듭제곱하여 위의 방법을 적용하면, 

삼각수이면서 동시에 사각수인 수가 무수히 많음을 알 수 있다.

1. 제시문<가>에 주어진 그림을 참고하여 오각수들로 이루어진 수열의 일반항을 구하

시오.

2. 제시문<나>를 사용하여 사각수이면서 동시에 오각수인 수들을 찾기 위하여 필

요한 쌍곡선을 구하시오.

3. 제시문<다>를 사용하여 사각수이면서 동시에 오각수인 수들은 이외에 어떤 것

이 있으며 그것들이 무수히 많은 지에 관하여 논하시오.
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[논술 2] 다음 제시문을 만족하는 함수 에 대하여 물음에 답하시오.

제 시 문

  양의 실수 집합을  로 표시하고, 함수   → 는 모든 

양의 실수  에 대하여  을 만족한다.

1. 어떤 양의 실수  에 대하여    일 때, 를 구하시오.

2. ∈∈과  임을 설명하시오.

3. 만약 lim
→∞
 이면 함수 가 단 하나만 존재함을 밝히고 그 함수를 구하시오.

제시문 분석

1. 논술 1 제시문 (가)

  점의 배열을 이용하여 삼각수, 사각수, 오각수들을 표현하고 있다.

2. 논술 1 제시문 (나)

  삼각수이면서 사각수인 수를 찾는 문제를 쌍곡선 방정식의 자연수 해를 찾는 문

제로 바꾸어 제시하고 있다.

3. 논술 1 제시문 (다)

  제시문 (나)에서 정의된 쌍곡선을 이용해 삼각수이면서 사각수인 자연수를 찾는 

방법에 대해 설명하고 있다.

4. 논술 2 제시문

  양의 실수 집합에서 특정한 성질을 만족하는 함수를 제시하고 있다.
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논제 분석

[논술 1]

  1. 오각수로 이루어진 수열의 일반항을 점화식 혹은 계차수열의 일반항을 이용해 

구하는 문제이다.

  2. (문제 1)에서 구한 오각수로 이루어진 수열의 일반항과 사각수의 일반항을 이

용해 사각수이면서 동시에 오각수인 수들을 찾기 위해 필요한 쌍곡선의 방정

식을 구할 수 있는 지에 대한 문제이다.

  3. (문제 2)에서 구한 쌍곡선의 방정식을 이용해 제시문 (다)와 같은 방법으로 사

각수이면서 오각수인 수들을 찾는 문제이나 거듭제곱만으로 구해지지 않는 경

우 세제곱 등을 활용해 본다.

[논술 2]

  1～2. 함수의 조건과 주어진 함숫값의 조건을 이용해 함숫값을 구하는 문제이다.

  3. (문제 2)에서 구한 조건과 주어진 함수의 부동점(고정점, fixed point) 성질을 

이용해 함수의 유일성을 증명하고 함수를 직접 구하는 문제이다.

배경지식 쌓기

1. 수열의 귀납적 정의

  (1) 계차수열 : 수열에 대하여     (   ⋯)을 계차라 하고,

수열을 계차수열이라고 한다.

   
 

 

    (≥)

  (2) 수열의 귀납적 정의(점화식) : 처음 몇 개의 항과 이들을 이용하여 차례로 그 

다음 항을 정할 수 있는 관계식을 주어 수열을 정의하는 방법

      ①     일정    ⇒    공차가 d 인 등차수열

      ②  ÷   일정    ⇒    공비가 r 인 등비수열

      ③        ⇒          ⇒   등차수열

      ④ 
  ⋅     ⇒   ÷   ÷    ⇒   등비수열
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      ⑤ 


 





  ⇒   











  ⇒   조화수열

      ⑥     의 꼴  ⇒  n 에 1, 2, 3, …, n-1 을 대입하여 얻은 식을 변

변 더한다. ⇒    
 

 

    (≥)

      ⑦   ⋅의 꼴  ⇒  n 에 1, 2, 3, …, n-1 을 대입하여 얻은 식을 변변 

곱한다. ⇒   ⋅⋅⋅⋯

      ⑧     의 꼴(단,   는 상수)

                              ⇒    의 꼴로 변형

      ⑨      의 꼴(단,  ,    는 상수)

                               ⇒      의 꼴로 변형

      ⑩  


 의 꼴    ⇒   양변에 역수를 취한다.

2. 부동점(고정점, fixed point)

  가 함수 의 부동점(fixed point)이란 

 를 만족하는 점을 말한다. 예를 들어 

  라 하면  가 되므로 가 

부동점이다. (옆의 그림 참조)

  모든 함수가 부동점을 가지는 것은 아니다.

  예를 들어 함수 가 실변수 함수 

   이라 하면 이 함수는 부동점을 갖

지 않는다.
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풀어보기

1. 수열은   이고 

   




≥

을 만족시킨다.   


일 때, 의 값을 구하시오.52)

(단, 와 는 서로소인 자연수이다.)

2. 좌표평면에서 자연수 에 대하여 을 개의 점

       

을 꼭짓점으로 하는 정사각형이라 하자.

정사각형 과 함수    의 그래프가 만나도록 하는 자연수 의 개수를 

라 할 때, <보기>에서 옳은 것을 모두 고른 것은?53)

<보 기>
 ㄱ.   

 ㄴ.    

 ㄷ. 
 



  

    ① ㄴ      ② ㄷ     ③ ㄱ, ㄴ   ④ ㄴ, ㄷ ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ

3. 중간값의 정리를 이용하여 정의역과 공역이 모두 닫힌구간    인 모든 연속함수

는 반드시 고정점을 갖는 것을 설명하시오.

52) 2010 평가원
53) 2007 대수능
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읽기 자료

도형수 사이의 관계54)

1. 삼각수와 사각수 사이의 관계

  아래 그림은 삼각수와 사각수 사이의 관계를 나타낸 것이다. 

    

  이 그림으로부터 임의의 사각수는 연속하는 두 삼각수의 합임을 쉽게 유추할 수 

있다. 즉,  =    이다. 연속하는 두 삼각수의 합이 사각수가 되는 이유를 

번째 삼각수의 그림과 번째 삼각수의 그림을 거꾸로 붙여  =    

임을 설명할 수도 있다.

  

 가로로 개, 세로로 개이다.

 따라서, 전체 개이다.

 

  또한 그림과 같이 정사각형 모양으로 배열된 원 모양의  

개수는 여러 가지 식으로 나타낼 수 있다. 그림과 같이 점선

으로 묶으면 (1+3+5)×4는 가로 (5+1), 세로 (5+1)의 곱과 같

다. 즉,×  이다.  

그러므로  


  이 된다.

  위의 사실을 이용하여 번째까지의 홀수의 합을 구하면

 ⋯ 


 

이다. 

2. 오각수와 삼각수 사이의 관계

  번째의 오각수  은 번째 삼각수의 배와 과의 합임을 이용하여 

의 일반항을 구해 보자.

54) 한국교육개발원 수탁연구 RM 2004-4-14
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  왼쪽의 그림은 의 그림이다. 이 그림으로부터  은 

번째 삼각수 개와 개의 점으로 이루어져 있다는 것

을 알 수 있다. 이를 이용하여 일반화하면 다음과 같다.

∴ =   ․




 


 

3. 오각수와 삼각수, 사각수 사이의 관계

  번째의 오각수  은 번째 삼각수와   번째 사각수의 합임을 이용하여 

 의 일반항을 구해보자.

  왼쪽의 그림은 의 그림이다. 이 그림으로부터  은 

번째 삼각수 개와 4번째의 사각수의 합으로 이루어

져 있다는 것을 알 수 있다. 이를 이용하여 일반화하면 

다음과 같다.

  =  
 


 




 

4. 사각수를 이용해 피타고라스의 수 생성하기

  피타고라스 정리를 만족시키는 자연수의 순서쌍   의 개수는 몇 개일까? 세 

자연수   가     이라는 관계를 만족시키고 있을 때,    를 피타고

라스 수라고 한다.

3, 4, 5와 5, 12, 13이 피타고라스 수라는 것은 잘 알려진 사실이다.

  또한,  3, 4, 5가 피타고라스 수이면 이들 각각을 2배 한 6, 8, 10도 피타고라스 

수이고, 3배한 9, 12, 15도 피타고라스 수이므로 일반적으로 자연수를 배한 

  도 피타고라스 수임은 명백하다.

  따라서 3, 4, 5라는 한 쌍의 피타고라스 수로부터 무한히 많은 피타고라스 수를 

만들어낼 수 있다. 그러면 이렇게 분명한 경우들을 제외하고 피타고라스의 수는 모

두 몇 개나 있을까?

  피타고라스는 이렇게 분명한 경우를 제외하더라도 피타고라스의 수가 무수히 많

이 있음을 홀수의 합이 사각수가 된다는 것을 사용하여 증명하였다.

 먼저 다음과 같은 두 식을 살펴보자

 

 
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에서 첫 번째 식을 두 번째 식에 대입하고    이라는 것에 

주의하면      이므로, 3, 4, 5 라고 하는 피타고라스 수

를 얻게 된다.

  위의 사실을 이용하여 한 쌍의 자연수를 정수 배(培)한 경우

가 아닌 피타고라스의 수를 생성해 보자. 다음은 그 예이다.

(예제 1)

 

 1 + 3 + 5 + … + 23 =

 1 + 3 + 5 + … + 25 =

에서 첫 번째 식을 두 번째 식에 대입하고    이

라는 것에 주의하면

   이므로 5, 12, 13이라는 피타고라스의 수

를 얻는다.

(예제 2)

 

 1 + 3 + 5 + … + 47 =

 1 + 3 + 5 + … + 49 =

에서 첫 번째 식을 두 번째 식에 대입하고    

이라는 것에 주의하면

     이므로 7, 24, 25이라는 피타고라스의 

수를 얻는다.

부동점(고정점, fixed Point)55)

1. 부동점의 개념 

  고정된 두 지점을 지나는 연속적인 임의의 두 함수가 적어도 한 개 이상의 만나

는 점을 부동점(fixed point)이라고 한다.

2. 실생활에서의 부동점의 활용

  철수가 오전 6시에 정상을 향해 하나뿐인 등산로를 올라가기 시작한다. 가끔 쉬

거나 경치를 보기 위해 몇 걸음 뒤로 돌아가기도 한다. 오후 6시에 산 정상에 도착

55) 사고의 전환을 통한 수학적 문제 해결력 제고, 경상북도교육청(2007)
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하여 밤을 보내고 다시 오전 6시에 산을 내려온다. 올라갈 때와는 다른 곳에서 점

심을 먹기도 하고 바위도 구경하면서 다시 오후 6시에 전날의 출발지점으로 돌아온

다. 이 때 철수는 산을 올라가던 날과 내려가던 날, 정확히 같은 시간에 도달한 한 

지점이 반드시 있음을 설명하시오.

[풀이]

  축은 장소, 축은 오전 6시부터 오후 6시까지의 시간으로 잡고 걷기 함수의 

연속성만 요구되면(즉, 등산로의 일부를 걷지 않고 높은 바위에서 아래로 뛰어내리

거나 등산로가 아닌 지름길로 가는 경우 등을 제외하고) 상승과 하강그래프가 보여

주듯 두 함수의 선이 어떻게 그려지든(철수가 아무리 빨리 걷거나, 멈추거나 뒤로 

돌아간다고 해도)산을 오를 때와 내려갈 때, 정확히 같은 시간에 같은 지점을 반드

시 한 번은 지나가게 된다.

06시 18시

정상

3. 실생활에서의 고정점의 응용 예

  (1) 봉세탁기, 카오스 세탁기 : 고정점이 생기는 것을 억제하여 빨래가 잘 되게 

한다.

  (2) 레미콘 차는 콘크리트를 회전이동으로 섞으면서 운행하면 상하좌우로 불규칙

한 움직임으로 인해 고정점들이 옮겨 다니므로 잘 섞인다.

  (3) 컵에 물을 가득 채우고 커피를 넣은 다음 컵의 위를 막고 흔들면 잘 섞이지 

않지만, 물을 적당히 넣고 흔들면 평행이동이 일어나서 고정점이 생기지 않아 

잘 섞인다.

  (4) 우리나라 지도를 책상 위에 펼치면 실제의 장소와 지도상의 한 곳은 반드시 

같은 위치에 놓인다.

  (5) 고정점정리에서의 변환은 구김, 축소, 젓기 등의 수학적 또는 기계적 변환에 

한정되지 않는다. 한 예로 우리 몸에서는 헤아릴 수 없을 정도의 많은 화학반

응이 일어나며 이를 통해 원자와 분자는 시시각각 모습을 바꾼다. 그러나 이 

변환에서도 변환 전후의 모습이 같은 경우가 존재해야 한다. 이런 점에서 유

전자의 본체라고 할 DNA의 복제는 화학적 또는 생물학적 고정점이라고 말할 

수 있다.
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예시 답안

풀어보기 1

 

 



 







 







 







즉,    






이므로

  
 











 







⋯ 







 


 






∴   

풀어보기 2

  함수    의 그래프가 정사각형 과 만날 필요충분조건은 두 점

   을 양 끝점으로 하는 선분과 만날 때이다.

  함수    의 그래프가 점  을 지날 조건은

   ∴  



  함수    의 그래프가 점  을 지날 조건은

   ∴  

  따라서  은 부등식 


≤≤을 만족하는 자연수  의 개수이다.

  (i) 이 홀수일 때

  



   





  (ii)  이 짝수일 때



한양대학교 수시 2차(오전)

 245 

   


  




∴  















이 홀수




 이 짝수

  ㄱ.   


×


   (거짓)

  ㄴ.

    















   이 홀수




   이 짝수

∴      (참)

  ㄷ. 
 



    ⋯ 

 ×⋯×

 


   (참)

  이상에서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.

풀어보기 3

  (1)     또는     이면   또는 이 부동점이 된다.

  (2)  ≠이고  ≠이라면  ∈    이므로  ≤이고

≤ 이어야 한다. 이때,    라 하면 함수  는 닫힌구간 

    에서 연속이고,   이고  이므로 중간값의 정리에 의하여 

  을 만족하는 ∈    이 존재한다. 따라서 는   를 만족하므로 함수 

의 부동점이 된다.

논 술 1

1. 수열    ⋯ 에서 계차의 일반항이 이므로 구하려는 수열의 일반항

 은 

 
 

 




≥

이다.
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2. 번째 오각수는 


이고, 번째 사각수는 이므로 사각수이면서 동시

에 오각수인 수들을 찾는 문제는 




  

을 만족하는 자연수   을 찾는 문제와 같다. 위 식의 양변에 24를 곱한 후 정리

하면  이 되므로 이것은 쌍곡선  위의 자연수 점   

를 찾는 문제이다. (단,        과 은 자연수)

3. 은 사각수이면 오각수를 동시에 만족하므로   을 대입하면 

    이고   ‧  를 만족한다. 양변을 인수분해하면

   

이다. 양변을 세제곱하면

   ⋯㉠
  이므로   ,   이므로 

  즉, 사각수의 번째와 오각수의 번째가 로 같은 값을 가진다.

  양변을 다시 세제곱한다.  

     ‧ ‧  ‧ ‧     
이므로, ㉠ 을 세제곱하여 정리한 식은    의 꼴을 만들 수 있다.

또한 이때 이 의 배수이고, 가 으로 나누었을 때 나머지가 이므로 는 

항상 으로 나누었을 때 나머지가 이며, 는 짝수가 된다. 

  같은 방식으로 계속 세제곱하면 사각수이면서 동시에 오각수인 수들은 무수히 많

음을 알 수 있다.

논 술 2

1. 어떤 양의 실수   에 대해    이므로

    

이다.

2. 

(풀이) 

  어떤 양의 실수  에 대하여    이다.  라 두면 

   

이고, ≠이므로  이다. 즉, 일대일 함수이다.

  따라서  ‧ ‧ 이므로  이다. 
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∈ 이므로 ∈∈이다. 따라서 ∈∈이다.

(다른풀이)

  

 라 두면 ⋅ ⋅   이므로  인 

   ( ⋅)가 존재한다. 따라서 ∈ ∈이다. 그리고  인 

에 대해

 ⋅ 

이고 ≠이므로  즉,  이다. 

3.  

(풀이)

  만일 주어진 식    에서    라고 하면

   ⋯⋯①
이므로 임의의 실수 에 대하여 가 함수  의 부동점(혹은 고정점, fixed 

point)임을 알 수 있다. 

  ①식에   을 대입하면   이고,     을 대입하면 

 이다.  

  따라서   을 알 수 있고,  이므로  이다.  즉 이 의 

부동점이다. 

  이제 이외에 부동점이 존재하지 않음을 증명해 보자.

  (ㄱ) 만약  이 의 부동점이라고 하면, 즉  이면  이

고   이므로   ⋯    이다. 

  따라서 lim
→∞
∞이다. 이것은 lim

→∞
 에 모순이다.

  (ㄴ)   이 의 부동점이라고 하면, 즉  이면

 


⋅ 


 


 ,  이므로 


 


 이고, 이것은 구

간 에서 부동점이 존재한다는 가정에 모순이다.  

  따라서 이 의 유일한 부동점임을 알 수 있다.

  즉,   ⇒  


이다. 

(다른풀이)

  주어진 조건에   라 두면      이므로 는 함수 

의 부동점(고정점)이다. [문제 1]에 의해 함수 의 부동점들의 집합은 곱셈에 대하
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여 닫혀있음을 알 수 있고, [문제2]에 의해 이 의 부동점임을 알 수 있다. 특히, 

가 부동점이라면, 모든 의 거듭제곱형태도 역시 의 부동점이다. 하지만 

lim
→∞
 이므로 보다 큰 부동점은 있을 수 없다. 

  가 부동점이므로 

≤ ⇔ ≤ 


⋯①

이고, 만약  이면 
  


  이므로 

  

이 된다. 즉, 

모든 에 대하여 가 부동점이면 


역시 부동점이다. 

  따라서 모든 에 대하여 


도 부동점이므로 




≤ ⇔ ≥ 


⋯②  

 임을 알 수 있다. 

  ①, ② 에 의하여  


가 되고, 이 함수가 가정을 만족하는 유일한 해이다.

MEMO
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22 한양대학교 수시 2차(오후)
[논술 1] 다음 제시문을 읽고 물음에 답하시오.

제 시 문

  대호는 점화식

     ≠ ≥⋯㉠
을 만족하는 수열 의 일반항을 구하려고 여러 가지 시도를 하다가, 수열이 

등비수열 또는 등비수열들의 합의 형태로 나타난다고 예상을 하였다. 실제 

 인 경우, 어떤 이 아닌 에 대해 등비수열 이 점화식 ㉠ 을 만

족한다고 가정하면     이므로   이 되어

 

을 만족한다. 즉   


또는   이 되어, 등비수열 

 


또는 이 되어 

점화식 ㉠ 을 만족한다. 뿐만 아니라, 임의의    에 대해 수열


 





역시 점화식 ㉠ 을 만족한다.

1. 대호의 방법을 사용하여 다음 점화식

          ≥

으로 정의되는 수열의 일반항을 구하시오.

2. 초깃값  과  가 어떻게 주어지더라도 점화식 ㉠ 을 만족하는 등비수열의 합으

로 이루어진 수열 이 단 하나 존재할 조건을 논하시오.
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[논술 2] 다음 제시문을 읽고 물음에 답하시오.

제 시 문

  택연이는 자연수   ⋯에 대해 점  
 을 중심으로 하는 타원 

 








 
 


 
 

을 인쇄하였다. 모든 에 대해 타원 를 다음과 같이 축과 축을 기준으로 

개의 영역으로 나누어서 각각 
 

 
 

라 하고, 영역 
 와 

 에 

파랑색을 칠하고 다른 두 영역 
 와 

 에는 빨강색을 칠하였다.

3.  이면 중심이  이고 반지름이 인 원임을 알 수 있다. 이때, 영역
 의 

면적을 구하시오.

4. 개의 타원들에 칠해진 파랑색 면적의 합과 빨강색 면적의 합의 차이에 대해

서 설명하시오.
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제시문 분석

1. 논술 1 제시문

  점화식

     ≠ ≥⋯㉠
을 만족하는 수열 의 일반항이 등비수열 또는 등비수열들의 합의 형태로 나타

난다는 예상 하에 일반항을 구하고 있다.

2. 논술 2 제시문

  좌표축에 의해 분할되는 타원 영역의 면적을 구할 수 있다. 

논제 분석

[문제 1] 대호의 방법을 사용하여 다음 점화식           ≥

으로 정의되는 수열의 일반항을 구할 수 있는가?

  제시문의 설명처럼 이차방정식의 근을 구하여 그 근에 의해서 조건에 맞는 일반

항을 구할 수 있다.

[문제 2]  과  에 상관없이 등비수열의 합으로 이루어진 수열 의 일반항이 단 

하나 존재할 수 있는가?

  조건을 적절하게 주면 일반항이 단 하나 존재할 수 있다.

[문제 3] 곡선이 원일 때 주어진 영역의 넓이를 구할 수 있는가?

  주어진 원을 그림으로 그려서 주어진 영역의 넓이를 기하적인 방법으로 구할 수 

있다.

[문제 4] 여러 개의 타원으로 겹쳐지는 영역의 넓이를 구할 수 있는가? 

  겹쳐지는 부분의 그림을 그려서 주어진 영역의 넓이를 기하적인 방법으로 구할 

수 있다.
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배경지식 쌓기

1. 점화식

       의 꼴 (단,  ,     는 상수)  

⇒      의 꼴로 변형

2. 이차곡선

  타원 



 을 축으로 만큼, 축으로 만큼 평행이동하면







 이고 이것을 전개하면

   단 ≠ 이다.

풀어보기

1.            ≥ 일 때 수열의 일반항을 구하시오.

2. 점  가 타원      위를 움직일 때, 직선   이 지나지 않는 

영역의  넓이를 구하시오.

3. 타원 





 의 ≥부분을 L이라 하고, 두 원      

   의 ≤  부분을 각각  이라 한다. 점  가 위를, 점 가 

위를, 점 가  위를 각각 움직일 때, 의 최댓값을 구하시오
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읽기 자료

일반화에 대한 탐구56)

1. 선형동차 점화식

  가 고정된 자연수라고 할 때, 수열    ⋯ 에 대하여 어떤 수량  

⋯ 와 에 관한 식 이 있어서

            ⋯     ≥  ----㉠

이 성립할 때, 등식 ㉠을 이 수열의 점화식이라고 한다.

  또한,   ⋯ 가 상수일 때 ㉠을 선형점화식이라 하고, 특히  일 때

     ⋯    (단, ≠  ) ----㉡

꼴의 점화식을 차 ‘선형동차점화식(Homogeneous Linear Recurrence)’이라고 한다. 

이를테면 등비수열의 점화식  은 선형동차점화식이다.

  초깃값으로  가 주어지면 이 점화식으로부터  
 을 얻을 수 있다.

  이 예와 같이 많은 선형동차점화식의 해는 지수함수들의 일차결합으로 나타난다. 

  또한, ㉡에 대하여 

 
  

  ⋯     (단, ≠  ) ----㉢

를 ㉡의 ‘특성방정식’이라 하고 특성방정식의 근을 ‘특성근’이라 한다. ≠ 이므로 

특성근은 이 아니다.

정리 1  (특성근의 성질 [1])

  ≠ 일 때,  
 이 점화식 ㉡을 만족할 필요충분조건은 가 특성근이다.

(증명)

 
 이 ㉡을 만족한다.

⇔  
  

  ⋯
   

⇔   
  

  ⋯ 

⇔ 
  

  ⋯   (∵ ≠  )

⇔ ：특성근  

정리 2  (특성근의 성질 [2])

  에 관한 식   ⋯ 이 각각 ㉡을 만족하면 이들의 일차결합도 ㉡

을 만족한다. (상수  에 대하여 를  의 일차결합이라 한다.)

56) 사고의 전환을 통한 수학적 문제 해결력 제고, 경상북도교육청, 2007
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(증명)

상수   ⋯ 에 대하여  
 



 으로 두면,

 ⋯(≥  )

가 성립함을 보이면 된다. 개의 등식

                  ⋯ 

                  ⋯

                  ․․․․․․

                  ⋯

를 변변 더하면 

∴ 
 



 
 



⋯ 
 



 

                   ⋯    

정리 3  (특성근과 수열의 일반항과의 관계)

    ⋯  가 특성방정식 ㉢의 서로 다른 특성근이면 

  
 

 ⋯ 
 의 임의의 일차결합은 점화식 ㉡을 만족한다. 

2. 특성근이 중근을 갖는 선형동차점화식

정리 4  (점화식의 해법[1])

  점화식 ㉡에 대하여   
  

  ⋯  단 ≠ 에서

가  의 중근이면   은 점화식 ㉡을 만족한다.

(증명)

 
 이 ㉡을 만족함을 보이면 충분하다.

    
 

  ⋯
에서

′      ⋯  이고

′     ⋯ 이다.

가  의 중근이므로 ∣ ,
∣ ∣′이므로 ∣․′이다. (단,  는 가 

의 약수임을 뜻한다.)

그러므로,  
  

  ⋯
  이다.

∴  
 이 ㉡을 만족한다.  
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정리 5  (점화식의 해법[2])

  가 특성방정식의 중근일 때,    ⋯   의 각각이 점화식을 만족

하면,    ⋯   의 일차결합이 점화식의 일반해이다.

(증명)

위(정리 3)와 (정리 4)에 의해 명백하다.  

예시 답안

풀어보기 1

     즉      ∴  ⋅
 ⋅

초깃값을 대입하면,        ∴     

∴   
  ≥    

풀어보기 2

  점 가 타원 위의 점이므로 





 ⋯⋯ ①을 만족한다. 이 때, 직선 

  이 등식 ①을 만족하므로 


 


     라고 하면 등식 

①은   ⋯⋯ ②

  직선   ⋅

⋅


   ∴ ⋯⋯ ③ 이 성립한다. 

  ②, ③식을 만족하는  가 존재하려면 원 ②의 중심  에서 직선 ③까지의 

거리가 원 ②의 반지름인   이하이어야 한다.

  ∴


≤    ∴≥   즉,  ≥ 

  ∴  구하는 점  의 영역은   이어야 한다. 

  이 영역은 


 






 



 이므로 구하는 영역의 넓이는 

∴×

×


 


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풀어보기 3

  타원





 의 초점을    ′ 라 하면  타원의 정의에 의하여 

 ′  또, ≤ ,  ≤ ′ ′이므로

≤ ′  ′  
 

문 제 1

  제시문에 의해 등비수열 이 점화식   ≥을 만족한다고 

가정하면

   즉,  

가 되고     이므로 과 과 꼴이다. 여기서 과 

은      를 만족하지 않는다. 따라서

    이 되고, 이 식을 풀면 


,   


이므로 구하려는 수열의 

일반항 은







 

   ≥이다.

문 제 2

  제시문에 의해    ≠의 두 근을  라고 하면 임의의   에 대

해   
 

 이다. 따라서

 


 
  

이고 행렬의 곱셈으로 표현하면 

  

   


  

이다. 초깃값  과  가 어떻게 주어지더라도 수열 이 단 하나 존재하기 위해

서는  ≠이어야 한다. ≠이므로 ≠ ≠ ≠이다.

  즉, 두 근이 모두 이 아니며 또한 두 근은 서로 같지 않아야 한다.
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문 제 3

  축, 축을 원   의 중심    에 대해 대칭이동시킨 직선

은  와   가 되고, 이들 네 직선에 의해 원이 나누어지는 부분의 면적을 각

각    라 하면 원의 대칭성에 의해 아래 그림과 같이 된다.

 

 



•





 

 







 









     이고 부채꼴 의 면적이 


, ∆ 이므로  

…①  ,  

 …②

을 얻는다. 이 식을 풀면

 

  , 


 

를 얻는다. 따라서 





 

문 제 4

  축, 축을 타원의 중심   
 에 대해 대칭이동 시킨 직선은  와   



가 되고, 이들 네 직선에 의해 타원이 나누어지는 부분의 면적을 각각      라 

하면 타원은 타원의 중심에 대해 대칭이므로 아래 그림과 같이 된다.
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  이 때 빗금친 부분의 면적과 색이 칠해진 부분의 면적의 합의 차이는







  ⋅

 

로 일정하다. 따라서 구하려는 도형의 넓이의 합의 차이는 사각형 넓이의 합이므로


 



⋅
 

 



    

이 된다. 

MEMO



발간을 도와주신 분들

기 획

구 자 익 부산광역시교육청 교 육 정 책 국 장

김 동 원 부산광역시교육청 교 수 학 습 기 획 과 장

윤 재 희 부산광역시교육청 교수학습기획과 학력지원담당장학관

이 호 종 부산광역시교육청 교 수 학 습 기 획 과  장 학 사

집필위원

김 기 현 부 산 동 고 등 학 교

김 무 진 부 산 과 학 고 등 학 교

김 정 수 부 산 과 학 고 등 학 교

김 현 미 낙 동 고 등 학 교

박 철 호 부 산 백 양 고 등 학 교

신 동 연 구 덕 고 등 학 교

오 정 임 부 산 장 안 고 등 학 교

원  태  경 사 상 고 등 학 교

임  승  윤 부 산 중 앙 고 등 학 교

전  현  수 부 산 국 제 외 국 어 고 등 학 교

정  순  진 금 명 여 자 고 등 학 교

최  기  원 신 정 고 등 학 교

검토위원

박 재 희 경 기 과 학 고 등 학 교

수리논술 나침반 Ⅲ
발  행  일 2011.   4.   22.

편집 ․ 발행 부산광역시교육청

이 책자는 부산광역시대학진학지원센터 홈페이지에서 파일을 다운받아 사용할 수 있습니다.

홈페이지주소 http://jinhak.pen.go.kr/(대학별고사/논․구술․면접 기출문제)



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


