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01. [ 행렬의 연산 ] 

 

     
 

   
 

  
 

이므로 모든 성분의 합은 

∴       

 

모든 성분의 합이란 어차피 네 개의 성분을 포개어야(= 더해야) 함을 

의미하므로, 처음부터 와 의 모든 성분의 합을 더한 것끼리 생각해보면 

    가 답이 됩니다.

02. [ 부정형도 아닌데 로피탈을 쓰고 있는건 아닌지 ] 



 → 일 때 

  
에서 분모는 로, 분자는 로 가기 때문에 

∴ lim
→


  
 


 

03. [ ㅋㅋㅋㅋ어차피 상쇄 될 것들이 ] 

 

∴ log  × log    log  log   log log   

 

수치를 보아하니 log log   꼴을 포함하므로 어차피 곱해져서 

상쇄될 요소들은 무시하고 나머지 부분만 고려하자면  ×   이 답입니다.

04. [ 언제부터 전구간만 나왔지? ] 

 

     
 sin   tan  

 에서 

      


일 때 (단, 은 임의의 정수) 는 최솟값  을 

갖습니다. 

 

구간이 전 구간이므로 걱정 없이 최솟값    을 찾을 수 

있습니다. 문제를 건성으로 푼다면 최댓값  을 답으로 택할 수도 있습니다.

 [ 2005년 09월 평가원 수리(가형) 27번 ]

05. [ 로그부등식 ] 



     ⇔      ⇔        ∵    는 증가함수 

따라서 만족하는 정수 는  로 두 개 뿐입니다.   

 [ 2013년 09월 평가원 수학 영역(A형) 30번 ]

06. [ 바이어슈트라스 치환 ] 

 

cos  cos  이고, 코사인과 탄젠트를 이어주는 식인 

 tan  sec cos


를 사용하면 cos  tan



 




 


이므로

∴ cos  
    


 

 

tan  라 하면 

sin 


 cos 

  

 tan 



가 성립합니다. 

∴ cos 
 



  



 


 


 

 [ 2013년 11월 대수능 수학 영역(B형) 02번 ]

※ 바이어슈트라스 치환은 꼭 알아야 하는 것은 아니지만, 삼각비들을 다루는 

사고의 범위를 확장 시켜주기에 다른 단원에서도 특히 요긴하게 쓰입니다. 



  

  


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07. [ “샌드위치 정리” ㄴㄴ하고 “부등식의 성질” ㅇㅇ해 ] 

 



 ·
 

   

 ·
 

⇒ 


 




 

⇒ lim
→∞



≤ lim

→∞



≤ lim

→∞


 

즉, 

≤ lim

→∞



≤ 


이므로 부등식의 성질에 의해 

∴ lim
→∞



 



 [ 지학사 수학Ⅰ 교과서 p162 ]

 [ 미래엔 수학Ⅰ 교과서 p179 ]

※ “샌드위치 정리”나 “조임 정리” 등은 교과서에 등장하는 용어가 아니기 

때문에 특히나 논술과 같은 서술형 평가에서는 답안 작성시 “부등식의 성질” 

정도로 말하는 것이 더 바람직하다고 봅니다. 

 

부등식의 성질을 이용해서 정리해서 풀기를 의도한 문제일 것이고,

  


 


 ⋯  




 

에서  ≃ 


라 근사해버리면 lim
→∞



 



 [ 2012년 08월 경찰대 수리 22번 ]

 [ 2013년 11월 대수능 수학 영역(B형) 18번 ]

08. [ 한 점과 기울기를 안다면 접선도 ] 



′    에서   에서의 미분계수가 임을 알 수 있으므로, 점 

 에서의 접선의 방정식은       이 됩니다. 따라서 

        이 답입니다.

09. [ 그래프 vs 단위원 vs 합차를 곱으로 vs 삼각방정식의 일반해 ] 

 

편의상 cos  로 치환한다면,     에서 

            

이므로   cos  


또는 이 됩니다. 그런데 주어진 의 범위 

 ≤  ≤ 에서   cos의 그래프를 생각하든, 단위원 상에서 생각하든 

   


의 값만 나오므로 답은 


가 됩니다.   

   

cos  cos  sin
 sin


 에서 sin


   또는 

sin

 을 만족하는  ≤  ≤   범위의 값 역시    


뿐이므로 

답은 같습니다.

 

cos  cos →    ±  →     또는 

  (단, 은 

임의의 정수)

따라서  ≤  ≤   범위에서 만족하는 값은    


뿐이므로 답은 




가 됩니다. 
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 [ 2006년 08월 경찰대 수리 06번 ] 

10. [ 변수를 바라보는 눈썰미 ] 

 

     
       

  
에서      이므로 

∴      

 

     
       

  
에서 때마침̇ ̇ ̇      이므로 

그대로 이항하면       이 답이 됩니다.

11. [ 수능 기출 재탕 ] 



     log


에    를 대입하면 

    에서   이 나옵니다. 

 [ 2010년 11월 대수능 수리(가형) 09번 ]

12. [ 그래프 개형 ] 

 

′  
 이므로   에서 도함수의 부호가  →  로 바뀌기 

때문에 극솟값을 갖습니다. 따라서   이고 

     → ln  이므로   ln      입니다.

 

  
    정도는 그 개형을 쉬이 가늠할 수 있는 함수입니다. 먼저 

  를 만족하기 때문에 는 우함수(= 축 대칭함수)일뿐더러 

곡선만으로 이루어진 미분 가능한 함수 가 극값을 갖는다면     

에서도 반드시 가질 수 밖에 없음, 가져야만 함을 직관적으로 알 수 있습니다. 

혹은    와     의 합성함수로서   로 그 

개형을 생각해보더라도   에서 극값을 갖게 됩니다. 따라서 

     으로 답은 동일하게 가 됩니다.

 [ 2007년 07월 교육청 수리(가형) 22번 ]

  

 [ 2009년 06월 평가원 수리(가형) 14번 ]

13. [ 물론 수학의 본질은 자유로움에 있긴 하지만 ] 

 

‘어, 행렬과 그래프 문제네? 어디보자. 이에 대응하는 행렬을 찾아볼까?’ 















     
     
     
     
     
     

‘이렇게 생겼으니까 모든 성분의 합은          구나!’ 

(시계를 보니 시간이 제법 많이 흘러가있다.)

 

모든 꼭짓점들 간에 연결된다면 총   개의 변이 있어야 하는데 세 

개의 변 AA
AA
AA 이 빠졌으니     가 답입니다.

※ 실전에선 100분이란 시간 내에 풀어내는 것도 평가 요소의 하나입니다. 

정확한 풀이도 좋지만 빠른 풀이도 항상 염두에 두어야 합니다.

A A A A A A

A

A

AA

A

A
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 [ 2015학년도 06월 포카칩 모의평가 수학 영역(B형) 12번 ]

14. [ 무연근으로 또 낚겠지? ] 



편의상   로 치환하고 쭉 수식을 정리해보겠습니다. 그러면 

        

⇒       

⇒             

이므로       또는 입니다. 그런데 이를 처음 방정식인 

    

에 대입해보면   은 무연근이 되고,   만 근이 됩니다. 이때 

변이 개 연결된 꼭짓점은 AAAA으로 답은 가 됩니다. 

15. [ 간단한 듯 간단하지 않은 듯 ] 



ㄱ.   이면 lim
→ 

    lim
→

이고      

   이므로 참입니다.

ㄴ. 

     의 개형은,   일 때 이고,      

   일 때 이고,   일 때 이므로 한 점   에서 불연속이 되어     

   거짓입니다.  

ㄷ. 우선 의 불연속 가능점̇ ̇ ̇들로는   자체 불연속점인   과    

   가 불연속이 되게 하는 정의역 값 을 가 취할 때인데, 이      

   경우는 불가능하므로   에서의 연속 여부만 따져주면 됩니다. 편의상  

   표를 통해 살펴보면

위와 같고, 이때 의 개형은 다음과 같습니다. 

  

   다시   의 개형을 따져보자면   일 때 이고,         

    ≥ 일 때도 함숫값이 이므로 는 상수함수가 되어        

   참입니다.

 [ 2007년 06월 평가원 수리(가형) 08번 ]

16. [ 원주각 그리고 사인법칙 ] 



삼각형 COA 는 원래 OA  OC  로 이등변 삼각형인데, 

∠COA  


이라 하였으므로 결국 삼각형 COA 는 정삼각형이 됩니다. 

그리고 원주각의 성질에 의해 ∠ABC  ∠AOC 이므로 ∠ABC  


가 

되고, 삼각형 ABC 에서 사인법칙을 적용해보면 

   
   

     





O

  






O 



  









O

  
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sin


AC
sin


 
AB

sin
BC

 

가 되어 

AB BC  sin


  sin

      
 cos 

 sin sin  

        sin  cos ≤ 

에서            이 답이 됩니다. 

※ 의 범위를 생각해보면 점 B 가 시계방향으로 원 위를 회전하여 점 A 를 

향해 갈 때 현 AB 는 점 A 에서의 접선에 다가가므로  ≤   


가 

됩니다. 그리고 AB BC    sin  cos를 벡터의 내적으로 

해석해서 AB BC  cos sin·    이라 보면 최댓값은 두 

벡터의 방향이 같을 때이므로 cos
sin



 
으로 이를 만족하는 가 

해당 범위 내에 존재함을 알 수 있습니다.   

17. [ ♡♡♡♡♡♡♡♡♡♡♡♡♡♡♡♡♡♡ ] 



초항과 공비만 구하면 되는 평범한 무한등비급수 문제입니다.

여기서 등장하는 직각삼각형들은 세 변의 길이 비가      입니다. 

가급적 이 비를 염두에 두면서 적당한 보조선을 도입하여 관계식을 찾아보면 

  이 됩니다. 따라서, 닮음비는       이고, 개수는 매 과정마다 

하나씩 유지되므로 실질적인 공비는 넓이비 그대로 적용이 되어서 입니다. 

그리고 초항은   이므로 

∴ 
  

∞

 
 

 


  


  

18. [ 항상 ㄱ, ㄴ, ㄷ이 답이 되란 법은 없으니까 ] 



     에서   가 성립합니다. 이차정사각행렬  간에 

  가 성립하면    이기에         가 

성립하기 때문입니다. 지금은         로 보고 공통인 

 을 소거하면 결국   가 남기 때문입니다. 

또, 두 행렬  간에 교환법칙이 성립하기 때문에 편안하게 인수분해 해보면 

      이 되고,   가 존재하기 때문에 양변의 

왼쪽에 이를 가하면      , 즉   가 나옵니다. 

이를 처음 식인      에 대입해보면    가 됩니다. 

ㄱ.    


  이므로 참입니다.

ㄴ. 위에서 언급하였듯 참이 됩니다.

ㄷ. (반례)      

※    가 되는 이차정사각행렬 의 정체를 살펴보도록 하겠습니다. 

    
 

라 두었을 때, 

    꼴이라면   ±가 유일하고, 

≠ 이면 케일리̇ ̇ ̇ -해밀턴 ̇ ̇ ̇ 정리에 의하여 도출된 식  

           

와    을 변형한 식      는 동치이기에 

         

를 만족하도록 네 성분    를 잡기만 하면    을 항상 만족하게 

됩니다. 가령     
 

이라든가     
 

라 하면    을 

만족합니다. 그런데 이 경우         
   

은 

                

이므로 항상   의 역행렬이 존재하지 않게 됩니다. 따라서,   만이 

주어진 명제를 거짓으로 만드는 반례가 되는 것입니다. 이렇듯 케일리-해밀턴 

정리와 타협하고서 여러 문제에 두루 적용하다보면 어느 순간 반례로부터 한결 

자유로워질 수 있습니다.   

 [ 2015학년도 06월 이해원 모의고사 수학 영역(B형) 11번 ]










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19. [ 무엇을 구하기 위하여 계산을 하고 있는가 ] 

 

  


이므로   
 ·

 · ⋯ ·







  


 

 

  

 

에서 지수 부분인  
 

 


  이 최대가 될 때 도 

최대가 되고, 이 자연수이므로     또는 가 되어야 합니다. 따라서 

    가 답입니다. 

 

을 살펴보니   ⋯ 이 누적적으로 곱해지고 있는 형태입니다. 비록 

등비수열은 아니지만 이 최대가 되려면 곱해지는 이 이상이 되어야 

합니다. 그런데   



 이고   



 이므로    일 때 

이 최댓값을 갖게 됩니다. 이때 답은 역시 가 됩니다.  

20. [ 최고차항 부호를 이용한 낚시는? ] 

 

삼차함수 가 서로 다른 세 실수     에 대하여 

      을 만족하므로         라 

둘 수 있습니다. 먼저   일 때를 생각해보도록 하겠습니다. 그래프간 

연산, 그 중에서도 역수를 취하는 연산을 통해   개형을 그려보면 

    가 세로 점근선이 되어서          자세한 방법은 생략합니다.

이러한 개형이 됩니다. 물론   일 때에도 동일하게 성립하므로 ㄱ, ㄴ은 

참이고 ㄷ은 거짓입니다. 역수 그래프를 그리기 위해선   ±  와 

같이   에서 축과 교점을 갖는 그래프를 역수를 취했을 때 

  

±
의 개형이 어떻게 되는지 관찰하여 그릴 수 있습니다. 덧붙이자면 




에서   을 경계로   이면 역수 취했을 때 값이 감소하고, 

    이면 값이 오히려 증가한다는 성질을 이용할 수도 있습니다.

※ 평가원 문제들은 함수의 최고차항 계수가 양수면 애초에 이나 라고 

가르쳐 주고, 아니면 최고차항 계수를 언급하지 않습니다. 그래서 일반적으로 

최고차항 계수가 양수인 경우를 먼저 생각하는 수험생의 입장에서 깜빡 

실수하도록 유도하는 문제를 종종 냅니다. 다행이도 지금 이 문제에선 

최고차항의 부호에 대한 언급이 없으나 크게 문제되지 않습니다. 

 [ 2012년 11월 대수능 수리(가형) 15번 ]

 [ 2012년 11월 대수능 수리(가형) 19번 ]

 

이전 풀이를 보고 수식을 이용한 부분이 딱히 없으니 성에 차지 않는 분들도 

분명히 있을 것입니다. 사실 그래프간 역수를 취하는 기법은 수능 기출에서도 

등장한 적이 있으니 당연히 익히고 있어야 하는 내용입니다. 

그래서 준비해봤습니다 ㅠㅠ





  




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        라 잡으면 우선   일 때 

 


 


        가 되고, 몫의 미분법보다 

음수 지수로 전환해서 미분하는 편이 훨씬 계산이 간단하고 정확해지기 때문에

′   


        

   


        

 


               

     

        
 

×               

           
            

그리고 가 극값을 갖기 위한 필요충분조건은 도함수의 부호가 처럼 

불연속적으로 바뀌어도 좋으니 바뀌는 것이므로, 분자 부분인 이차식 

            가 이 되는지를 살펴보아야 합니다. 

그러면 판별식을 적용해보면 

            

                  

      

           

      

               

      

             ∵     

이 됩니다. 따라서 는 서로 다른 두 극값을 갖기 때문에 ㄱ은 참입니다. 

다음으로 ㄴ을 살펴보자면     에서 가 불연속이고 좌우극한값이 

양의 무한대나 음의 무한대로 발산하기 때문에 세로 점근선이 되어 참입니다. 

끝으로 ㄷ을 보자면, 두 개의 극값을 어디서 갖는지 파악해야 하는데, 이는 

연속함수에 대한 중간값의 정리를 이용하여 보일 수 있습니다. 

′       
            

가     를 제외한 

나머지 구간, 즉 ∞      ∞에서는 연속함수이고, 

lim
→

′  ∞와 lim
→ 

′  ∞이므로 연속함수에 대한 중간값 

정리에 의하여 개구간  에서 ′  이 되는     가 

존재하며   에서 는 극솟값을 갖습니다. 마찬가지로 

lim
→

′  ∞와 lim
→ 

′  ∞이므로 연속함수에 대한 중간값 

정리에 의하여 개구간  에서 ′  이 되는     가 

존재하며   에서 는 극댓값을 갖습니다.   

그리고 lim
→±∞

  lim
→±∞



 으로서 의 가로 점근선이 

   , 즉 축이 됩니다. 

지금까지의 정보들을 종합하여 그래프 개형을 그려보면   에서의 모습이 

나옵니다. 따라서   의 실근의 개수가 최대일 때는 가 아니라 

이므로 거짓입니다. 물론 가 음수라 하더라도 ㄱ, ㄴ, ㄷ에 대한 진위 

여부는 동일하게 성립합니다.   

※ ′  
′

로 두고 계산하면 더 깔끔할 수도 있습니다. 

 [ 2009년 04월 교육청 수리(가형) 11번 ]

 [ 2009년 11월 대수능 수리(가형) 11번 ]

※ 도함수, 이계도함수를 이용하여 증감표 그리기, 기/우성 파악, 산술기하, 

합성, 치환 등등 그래프 개형을 찾아내기 위한 여러 가지 방법들이 있는데, 

가로, 세로 혹은 사선 점근선을 염두에 두고 그래프 개형 파악하는 것과 

그래프 자체 연산으로서 역수 그래프를 그리는 것도 익혀 두어야 지금과 같은 

문제와 마주쳤을 때 당황하지 않고서 오히려 입가에 미소를 머금고 풀어낼 수 

있겠죠?
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21. [ 출제자라면 어떻게 풀기를 생각했을까? ] 

 

점 P 가 애매한 위치에 있기 때문에 다루기 쉽도록 또 다른 매개변수의 도입을 

하거나 보조선을 통해 해결해야 합니다. 

일단은 반원의 지름에서 그 중심을 C 라 하고, 반지름 CQ 를 연결합시다. 

그러면   
PQ  cossin  꼴에서 구하라는 극한값은 




 

 ·
PQ ·

  cos ·
sin

와 같이 분모의 가 극한값이 상쇄되는 형태로 분배되어야 하므로, 

문제가 잘못되지 않는 이상 PQ 는 결국 에 대한 이차식에 준하는 

값이어야만 합니다. 이때 삼각형 CPQ 에 제이코사인법칙을 적용해보면 

cos   
 ·CP ·PQ
CP 

PQ
CQ

에서 cos cos  PQ
cos  

 


PQ
 



이 되고, PQ 에 대한 

이차방정식 형태로 정리해보면 

PQ
 coscos  PQ  cos  cos  

이 됩니다. 그리고 근의 공식을 적용 해보면

PQ 

coscos  ±coscos    cos  cos
 

그런데 PQ 는 길이이므로 양수가 되어야 하기에 ± 중에서   부호만을 

취하되 편의상 cos  로 치환해서 정리를 마저 하자면

PQ 

        
 

가 됩니다. 그리고 →일 때   cos→  이므로 PQ 의 분자 

부분이     꼴로 전체적으로 무한소 으로 가기 때문에 분자의 

켤레꼴을 분모와 분자에 곱해주면 무한소로 가는 요소만을 캐치하고자!

PQ 
         

          

    
       

  

따라서 →일 때 PQ 의 분자 중       cos  부분만 무한소 

으로 가고 나머지 부분은 모조리 상수̇ ̇  값을 취하게 됩니다. 이때

lim
→


PQ


· ·  ·    ·   ·
 ··



 



이고, 


 

 ·
PQ ·

  cos ·
sin

에서

∴ lim
→



 

 ·
 ·

 ·  


 

 

→이면 PQ 와 BP 는 서로 평행해져 갑니다. 

그리고 그때 현 BQ 의 기울기는 두 점 AB 를 지름의 양 끝으로 하는 원 

위의 점 B 에서의 접선에 다가갑니다. 즉, 극한 상황의 그림을 아~주 아주 

확대해서 바라보면 삼각형 BPQ 는 다음과 같을 것입니다. 

   

이때 BP    cos ≃ 


≃PQ 라 볼 수 있기 때문에 

  
BP ·PQ ·sin ≃ 

 ·
 ·

 ·  


이 되어 답은 


이 됩니다. 마치 이등변̇ ̇ ̇삼각형 BPQ 처럼 보는 셈이죠!   

 [ 2009년 06월 평가원 대비 포카칩 수리(가형) 30번 ]

22. [ 엄밀엄밀 열매를 먹었나 ] 



   ≤   sin ≤   

⇒ 

  
≤

 sin
≤

  

⇒ lim
→∞


  
≤ lim

→∞


 sin
≤ lim

→∞


 

⇒  ≤ lim
→∞


 sin
≤ 

∴ lim
→∞


 sin
 

cos   cos









cos  


C

P B

Q


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23. [ 로그방정식 ] 



log     log   에서       여야 하므로   입니다.

24. [ 무리방정식 ] 



       ≥ 이라 치환하면 준 식은      , 즉 

            에서         이 되고, 

      에서   이므로   가 답이 됩니다. 

 [ 2014년 11월 대수능 수학 영역(B형) 24번 ]

25. [ 등차수열의 합은 평균과 항수의 곱으로서 ] 



            이므로   이 답입니다. 

 [ 2007년 03월 교육청 수리(가형) 22번 ]

26. [      ⋯  ] 



→일 때     이고, 

→일 때     임을 염두에 두고 계산해보면 

  lim
→


   ·  


 

  lim
→ 


   ·  


 

이므로         이 답입니다. 

27. [ 삼각방정식의 일반해 ] 



 cos


의 분모 부분인 cos는 자체가 연속이기 때문에 분모가 

이 되어서 전체적으로  cos


이 불연속이 되는 경우 밖에 없습니다. 

그러면     의 범위에서 cos  이 되는 값들을 찾으면 

되겠죠? 단위원을 염두에 두고 생각해보면 

    

      ⋯ 

즉,   
   

       ⋯ 이 cos  의 근이자 

 cos


의 불연속점이 되는 세로 점근선이기도 합니다. 따라서 

  이므로 
  



      ⋯    

  
 이 답이 

됩니다. 

28. [ 헬게이트 오픈합니다 ] 



문제가 아~주 아주 복잡한 것 같지만 다행히도 해당하는 집합의 원소의 

개수가 이 되는 경우만을 생각 해주면 되기 때문에 풀만 합니다. 우선은 

주어진 분수 부등식을 동치변형 해보면

    
  

≤  ⇔       ≤   ≠  

가 됩니다. 여기서    와 가 중복되는 경우를 고려하며 삼차함수 

개형을 그려서 자연수 해의 개수를 헤아려야 할텐데, 문제해결을 가장 

효율적으로 행하게 하기 위한 적절한 기준̇ ̇을 생각하는 것이 관건입니다. 

한 번 고민해보다가 그래도 안 보이면 이어지는 풀이를 봐주세요!

다음과 같이 크게 두 가지 경우로 나누어 살펴보겠습니다. 

               

                                ≥ 

   자연수 해 없음           만 자연수 해        만 자연수 해

이때는          ⋯  으로 총 개가 있습니다.

   ≠ 

이제 한결 편히 살펴볼 수 있습니다.   

  














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              ≥ 

       만 자연수 해                 을 비롯한 자연수 해 

이 경우     는 바로 해당하지만     ≥ 의 경우 

    의 자연수 해가 존재하지 않도록 하는 는 뿐입니다. 따라서 

    도 추가하여 총 개가 있습니다. 

  

      ≥        ≥   ≥ 

      을 비롯한 자연수 해       적어도    를 자연수 해

이때는     만 가능합니다. 

고로, 결과를 종합해보면       가 답이 됩니다.

 [ 2005년 11월 대수능 수리(가형) 08번 ] 

29. [ 문과 수학 킬러 문항도 풀어본 적 있나요 ] 



한 번 상용로그 log  와 log   를 생각 합시다. 이때 

‘상용로그 가수 간의 합’과 ‘상용로그 간 합의 가수’는 엄연히 다른 의미를 

지닙니다. 계산 해봐도    ≠ 로 다르기 때문이지요. 

하지만 경우에 따라, 이를테면 log    log  라 한다면 상용로그 

가수 간의 합과 상용로그 간 합의 가수가 동일하게 됩니다. 

그리고 지금은 이 문제에서는 이를 구분해서 생각해야 하구요. 

이제 본격적으로     를 하나씩 구해보도록 하겠습니다. 

처음부터 보자마자 이런 생각을 하기란 어려우니, 막상 문제를 풀어보면서 

시행착오를 통해 깨달음을 얻고 이러한 사고를 해서 푼다 해도 훌륭합니다.

      ⇒ log   log 
상용로그의 가수가 인 자연수는 해당 범위에서  만이 가능합니다. 

따라서         이 가능하며   입니다. 

여기서 필터링 해야 하는 것들로      와 같은 경우가 있습니다. 

이것들은 상용로그 취하였을 때 log   log  log     log 가 

되는데 상용로그 간 합의 가수는 이 될 지언정, 정작 문제에서 요구하는 

상용로그 가수 간의 합은 log  log    ≠ 이 되기에 주어진 조건을 

만족하지 못하기 때문입니다.

      log  ⇒ log   log  
상용로그의 가수가   log  혹은 log인 자연수는 해당 범위에서 

   만이 가능합니다. 그리고 log  log   log로서 

   × 의 꼴이기 때문에 (단,       ⋯ ) 

      ⋯ 가 되면서 상용로그의 가수가 log이나 log 인 

것들로서 가능한 순서쌍을 오름차순으로 하나씩 구해보면 

          가 가능하므로   입니다.

      log   ⇒ log   log   log   log   ⋯

늦어도 이쯤에서는 문제에 숨겨진 수학적인 그 무엇̇ ̇ ̇ ̇ ̇ ̇ ̇을 캐치해야 합니다. 

log   log    log 으로서    × 의 꼴이기 때문에 

      ⋯ 가 되면서 상용로그의 가수가 log 이나 

log  log  log 등으로서 가능한 순서쌍을 오름차순으로 하나씩 구해보면 

                이므로 

  입니다.

     log  ⇒ log   log   log   log   ⋯  

log   log    log 에서    × 의 꼴이기 때문에 

      ⋯ 가 되는 순서쌍을 오름차순으로 하나씩 구해보면

                  이므

로   입니다.

     log  ⇒ log   log   log   log
      ⋯ 가 되는 순서쌍을 오름차순으로 하나씩 구해보면 

              이니    . 

∴ 
  



               

 [ 2013년 06월 평가원 수학 영역(A형) 30번 ]

 [ 2015학년도 06월 이해원 모의고사 수학 영역(B형) 29번 ]

   



 

 

    


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30. [ 같은 정답 속의 너 ] 

 

닫힌 구간       내의 모든 실수 에 대하여 ≤ ≤   

라는 조건으로부터, 해당 구간에서 는 최솟값이어야 하고, 는 

최댓값이어야 함을 알 수 있습니다! 그런데 서로 다른  의 개수가 각각 

   이므로 최솟값들끼리 같은 값을 취해야 하고, 최댓값끼리 같은 값을 

취해야 합니다. 그리고, 이 문제의 핵심 아이디어는, 최댓값이 극댓값이어야만 

하는지, 최솟값이 극솟값이어야만 하는지를 판단하는 거구요. 

한편, ′   , 즉   에서의 미분계수가 임이 의미하는 바는 

연속이고 미분가능한 함수의 경우 ′  인   에서 극값을 갖거나 

혹은 변곡점을 갖거나 아니면 상수함수와 같은 상황뿐이라는 것입니다. 

하지만 ′  인 서로 다른 의 개수가 최소가 되기 위해선 상수함수는 

의 개수가 무한해지므로 제외해야 하고, 변곡점도 가급적 최소로 갖는 

함수여야 하기 때문에 ′  는 극값 정도에서만 허용하도록 하면 됩니다. 

지금까지의 조건들을 고려하여 ‘이랬으면 좋겠다 싶은’ 그래프 개형을 그려보면 

‘예를 들어’ 이후 제시된 그래프 부분은 시험 전날에 정답률을 고려해서 리듬 

농구님이 급하게 추가한 것입니다. 검토자들마저도 다 틀려버린 수정 전의 왕 

변태 문항을 기준으로 이 해설이 작성된 것이니 문제의 힌트는 무시합니다.

 

위와 같이 매 구간마다 최댓값이 최솟값보다 하나 더 많아야 하고, 

     에 존재하는 최댓값들은 극댓값으로서 미분계수가 이 

되어야 하는데, 이를      ⋯ 에서 극댓값으로 연결해줄 수 

있습니다. 

그런데, 위 그림과 달리 문제에서 언급하고 있는 조건 구간    의 경계인 

  과   에서는 가 최댓값을 가지기만 하면 될 뿐 그것이 항상 

극댓값이어야 할 필요는 없습니다!    은 단지 최댓값, 최솟값 개수 

조건을 만족해야 하는 하나의 구간에만 속하니까요. 

고로, ′  의 서로 다른 의 개수의 최솟값은 가 극솟값인 경우 

      ⋯    이고, 가 극댓값인 경우는 극솟값일 때보다 

하나 더 모자란 가 되어서       가 답이 됩니다. 

 [ 2004년 09월 평가원 수리(가형) 25번 ]

     

 [ 2009년 05월 교육청 수리(가형) 15번 ]

 [ 2014년 06월 평가원 수학 영역(B형) 30번 ]

   

이전   은 너무 직관적이지 않냐는 리듬농구님의 날카로운 지적과  

 이,,이렇게 풀어도 괜찮지 아,,않을까?      아

  하

  하

  하

  하

정답 상황은 저,저,,정해져 있으니까..   핳

그래서 더 엄밀히 안 하면 지켜보는 여러분들이 실망 해버릴 것 같은 생각에, 

           

⋯

  

  
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최대한 논리적이면서, 누가 봐도 리얼팩트̇ ̇ ̇ ̇  반박불가 ̇ ̇ ̇ ̇ 하도록 다시 보이겠습니다. 

아~주아주 엄밀하기로 소문나서 모태 수학덕후나 수학변태들이 즐겨 본다는 

(2009) 고등학교 수학 Ⅱ 성지 출판사 교과서에 근거해서 설명할 거니까요!

그리고 계승혁(2010), 우리나라 고등학교 수학 교과서에서 함수의 증감과 

극대, 극소를 설명하는 방식에 대한 비판적 논의라는 논문̇ ̇에 의하면, 꽤 많은 

교과서들에서 개념을 잘못 설명하고 있어서 학생들은 물론 심지어 교사들도 

오개념을 갖고 있는 경우가 많아서 이 문제를 풀 때 잘못 접근할 수 있습니다. 

우선, 문제에서의 상자 부분에서는 닫힌 구간을 의미하는 과  이, 

최댓값과 최솟값의 개수를 의미하는 과  이 충돌하고 있는 듯 한데 

이는 적절하게 구분하여 받아들여야 합니다.   

또 특이한 점으로 중첩되는 구간들에서의 최댓값과 최솟값을 구하라고 묻고 

있는데, 그렇다면 다음에 필연적으로 이루어질 사고는 어떠한 것이어야 할까요? 

교과서의 개념 설명 방식에 따르면, 먼저 “롤의 정리”를 제시합니다. 가령 함수 

  가   에서 최댓값 또는 최솟값을 가지는 경우, 점  에서 

함수   의 그래프에 그은 접선이 어떤 모습일지를 생각해봅시다.

 

아마도 위와 같은 모습이 나오겠죠? 특히 함수   가   에서 

미분가능̇ ̇ ̇ ̇하고 최댓값을 가지면 ′  이 됩니다. 즉, 점  에서 

그은 접선의 기울기는 축에 평행한데, 이는 미분계수의 핵심적인 성질입니다. 

실제로 ′  이거나 ′  이면 점  에서 그은 접선이 

기울어져 있으므로   에서 최댓값이나 최솟값을 가질 수 없으리라 예상할 

수 있습니다. 

그렇다면 함수   가   에서 미분가능하려면 정의역이 어떤 

모습이어야 하는지 알아봅시다. 함수   가   에서 미분가능하다는 

것은 극한값 

lim
→


 

가 존재한다는 것입니다. 그런데 함수의 정의역이    이면   이거나 

  인 경우 한쪽 극한값이 정의되지 않으니 위 극한값을 생각할 수 

없으므로 미분가능한 함수의 정의역은 항상 열린 구간으로 간주해야 합니다. 

그리고 함수   가   에서 최댓값을 가지면 정의역의 모든 에 

대하여 ≤ 입니다. 

따라서 가   이면서 정의역 안에 있으면



 
≤   ≤        

이고, 가   이면서 정의역 안에 있으면



 
≥   ≤        

입니다. 

그런데   가   에서 미분가능하면 ′가 존재하므로 

 ≤ lim
→ 


 
 ′  lim

→ 


 
≤ 

이므로 결국 ′  이 됩니다. 이와 비슷하게   가   에서 

미분가능하고 최솟값을 가지는 경우에도 부등식의 방향을 바꾸어 생각하면 

′  을 이끌어 낼 수 있습니다. 종합하자면 열린 구간에서 정의된 함수 

  가   에서 미분 가능하고 최댓값 혹은 최솟값을 가지면 

′  이라 할 수 있습니다. 

만약 닫힌 구간    에서라면 연속인 함수   는 이 구간에서 반드시 

최댓값과 최솟값을 가지는데, 이로부터 롤의 정리를 이끌어 낼 수 있습니다.   

 롤(Rolle)의 정리  

 함수   가 닫힌 구간    에서 연속이고 열린 구간  에서  

 미분 가능할 때   이면 

′     

 을 만족하는 가 열린 구간  에 적어도 하나 존재한다. 

그리고 ≠로 경계 끝점을 잇는 직선의 기울기, 즉 평균 변화율이 

이 아니라 기울어진 경우로 확장해버리면 “평균값의 정리”를 얻게 됩니다.

함수   의 양 끝점 A B 를 잇는 직선의 방정식 

  

 
  

를 생각하고, 이 직선을 이용하여 함수   를 

   

 
  



O

  

′





O
  




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와 같이 정의하겠습니다. 그러면 함수   는 닫힌 구간    에서 

연속이고 열린 구간  에서 미분가능합니다. 또한, 

      

이므로 롤의 정리를 적용할 수 있습니다. 따라서

   ′  ′ 

 
 

을 만족하는 가 열린 구간  에 적어도 하나 존재하고, 이 에 대하여 

       

 
 ′

가 성립합니다.   

  평균값의 정리  

 함수   가 닫힌 구간    에서 연속이고 열린 구간  에서  

  미분 가능하면 



 
 ′   

  를 만족하는 가 열린 구간  에 적어도 하나 존재한다. 

고등학교 수준에서 평균값의 정리를 배우는 가장 큰 이유는 

「 함수 가 열린 구간에서 미분가능하고, 

′  이면 그 구간에서 증가함수이다 」

라는 명제와

「 상수차를 무시하면 부정적분이 유일하게 존재한다 」

는 것의 증명에 각각 이용하기 위한 것입니다. 따라서 함수의 증가, 감소를 

설명할 때, 이미 공부한 평균값의 정리를 이용하지 않고 증가상태와 감소상태 

같은 개념을 이용하는 것은 교육과정의 내용을 온전히 전달하지 못하는 

것입니다. 

다음으로 도함수의 부호와 함수의 증가, 감소의 관계를 논해봅시다. 함수 

  가 어떤 열린 구간에서 미분가능하고, 그 구간의 모든 에 대하여 

′  이라고 가정합시다. 그 구간에서   인 두 수  를 잡으면 

평균값의 정리에 의하여     



 
 ′

를 만족하는 가 그 구간에 존재합니다. 그런데, ′  이므로 

         ′  

입니다. 즉, 

         ⇒   

가 성립하므로 함수   가 그 구간에서 증가합니다. 같은 방법으로 

어떤 열린 구간의 모든 에 대하여 ′  이면 함수   는 그 

구간에서 감소함을 알 수 있습니다. 

이제 함수의 증가와 감소를 살펴보겠습니다. 학생들이 많이 오해하는 것 중에 

「 미분가능한 함수   가 

정의역의 한 점   에서 ′  을 만족하면 

  를 포함하는 어떤 구간에서 증가함수가 된다 」

는 것이 있습니다. 참인 명제로 다듬어 보면 다음과 같습니다. 

「 함수   가 열린 구간에서 미분가능하고  

′  이면 그 구간에서 증가함수가 된다 」

2016학년도 대수능이 적용받는 2007년 개정 교육과정 수학Ⅱ 교과서들 중에서 

성지, 천재교육(이준열 외), 금성, 교학사를 제외한 모든 교과서에서는 위의 

참인 명제를 설명하는 과정에서 ‘증가상태̇ ̇ ’라는 개념이 등장합니다. 금성 

출판사 미적분과 통계 기본 교과서를 제외한 교과서들에서는, 충분히 작은 

양수 에 대하여 

        

가 성립하면 함수 는   에서 증가상태̇ ̇ ̇ ̇에 있다고 정의̇ ̇하고 있습니다. 

하지만 교과서들에서조차 함수 가 연속이라는 가정을 하지 않고 

증가상태를 정의함으로서 상식에 부합하지 않는 일이 일어납니다. 예를 들어, 

다음과 같은 함수들은 교과서 정의에 의하면   에서 증가상태가 됩니다.  

 

하지만 설령 연속을 가정하더라도 오른쪽의 예에서처럼 문제는 여전히 

존재하게 됩니다. 증가상태의 정의에 따르면 이 함수는   에서 증가상태̇ ̇ ̇ ̇에 

있지만   를 포함하는 구간      를 아무리 작게 잡아도 이 

구간 위에서 증가함수̇ ̇ ̇ ̇는 아니게 됩니다. 

함수 가   에서 증가상태에 있지만   를 포함하는 구간을 

아무리 작게 잡아도 그 구간 위에서 증가함수가 되지 않는 예는 미분가능한 

함수의 경우에도 존재합니다. 예를 들어, 함수 가 

 








sin

    ≠ 

    

라면   에서 증가상태에 있지만   을 포함하는 어떤 구간을 

잡더라도 증가함수는 아니게 됩니다. 

교과서마다 표현의 차이는 있지만 본질적으로 다음 명제를, 물론 참이기는 

하지만, 당연한 것처럼 서술하고 있습니다.  

「 함수   가 모든 점에서 증가상태이면  

이 함수는 증가함수이다 」

즉, 증명을 건너뛰고 있다는 것을 암시하기 위하여 ‘잘 알려져 있다’는 등의 

서술 방식을 사용하지 않고, 당연한 것처럼 서술하고 있습니다. 이를 

증명하려면 대학 과정에나 등장하는 실수의 완비성 공리와 하이네 – 보렐 

정리를 이용하여야 하기에 생략합니다. 따라서  

「 미분가능한 함수   가 

정의역의 한 점   에서 ′  을 만족하면 

  를 포함하는 어떤 구간에서 증가함수가 된다 」

는 오해를 하는 것은 이와 같은 서술 방식에서 기인하였을 가능성이 큽니다.  

또한, 함수의 증가, 감소를 직관적으로̇ ̇ ̇ ̇ ̇  설명하는 과정에서 증가상태나 

감소상태라는 개념은 도움을 주지 못하므로 이러한 개념을 사용하는 것은 

심각하게 재고될 필요가 있습니다.

고로, 함수의 증가와 감소를 증명없이 설명할 때, 증가상태나 감소상태라는 

개념을 도입하는 것보다는 함수의 그래프를 이용하여 함수의 증감과 도함수의 

부호 사이의 연관성을 직관적̇ ̇ ̇으로 전달하는 것이 바람직합니다. 만약, 학생들이 

이해할 수 있는 범위 내에서 엄밀성을 추가한다면, 구간에서 증가하는 함수는 

그 구간에서 도함수의 값이   이상임을 증명하는 정도가 가능할 것입니다. 즉, 

함수 가 어떤 구간에서 증가함수인 경우에 증가함수의 정의를 이용하면 

충분히 작은 ≠에 대하여 다음 부등식 



   
 

이 성립하고, 이로부터 각 점에서 도함수가 ′≥ 을 만족함을 증명하면 

됩니다. 그리고 현 단계에서 증명할 수는 없지만 

「 어떤 구간에서 ′  이면 

그 구간에서 함수 가 증가함수가 된다 」



     



     
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고 서술하는 것이 한 가지 방법입니다. 또는 교육과정에 없더라도 직관을 도울 

수 있는 그림과 함께 평균값 정리를 서술해주고, 이를 이용하는 것이 

여러분들에게 자연스러울 것입니다. 

이번에는 함수의 극대와 극소를 생각해봅시다. 2007년 개정 교육과정 수학Ⅱ 

교과서들 중에서 천재교육(이준열 외), 성지를 제외하면 모든 교과서에서는   

「  함수 가   에서 연속이고   를 경계로 

증가상태에서 감소상태로 바뀔 때 를 극댓값 」

이라고 정의하고 있습니다. 

  [ 지학사 수학Ⅱ 교과서 p167 ]

  

 [ 미래엔 수학Ⅱ 교과서 p176 ]

하지만 이러한 교과서 정의에 반하는 예로서 다음과 같은 함수를 생각할 수 

있습니다. 

 

이는   에서 최댓값을 가지므로 상식적으로 생각한다면 가 극댓값이 

되어야 하지만,   의 왼쪽에서 아무리 작은 구간을 잡더라도 그 위에서 

증가함수가 아닙니다. 따라서 대부분의 교과서들 – 교학사, 금성, 더텍스트, 

동아, 좋은책 신사고, 지학사, 천재교육(최용준 외) - 의 정의를 따르자면 위 

함수는   에서 극댓값을 가지지 않게 됩니다. 물론, 함수 가 

미분가능한 경우에도 이와 유사한 예는 얼마든지 있습니다. 즉, 대부분의 

교과서가 취하고 있는 극댓값의 정의는 상식에 부합되지 않는 정의입니다. 

이러한 문제점은 상수함수의 경우에서 훨씬 심각하게 나타납니다. 대부분의 

교과서에 따르면 상수함수는 극댓값과 극솟값을 가지지 않게 됩니다. 그렇다면 

성지 출판사 교과서에서는 어떻게 극대, 극소를 정의하는지 봅시다.

  [ 성지 수학Ⅱ 교과서 p144 ]

함수   가   에서 극댓값을 가질 때,   를 포함하는 열린 

구간을 적절히̇ ̇ ̇  잡으면 그 구간에서 는 최댓값이 됩니다. 따라서 함수 

  가   에서 미분가능하면 최대, 최소의 정리와 미분계수의 




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관계에 의하여 

    ′  

임을 알 수 있습니다. 극솟값의 경우도 마찬가지이므로 다음을 얻을 수 

있습니다.   

  미분가능한 함수의 극값  

열린 구간에서 정의된 함수   가   에서 미분가능하고 극값을  

  가지면  

    ′     

  이다.

하지만 함수의 극값 자체는 미분가능성과 

아무런 연관이 없음에 주목해야 합니다.   

가령, 함수   는   에서 극솟값 

을 갖지만 위 사실을 적용할 수 없으며, 

함수   는   에서 극값이 아닌 

변곡점이 되는데 미분계수는 입니다.

 

이제, 미분가능한 함수의 극댓값과 극솟값을 찾는 과정을 생각해 봅시다. 

미분가능한 함수   가   에서 극값을 가진다면 ′  이어야 

하므로 먼저 방정식 

   ′  

을 풀어서 해를 모두 구해야 합니다. 여기서 구한 해 중에는 극댓값을 가지는 

것도 있고, 극솟값을 가지는 것도 있으며, 극값을 갖지 않는 것도 있습니다. 

방정식을 풀어서 ′  임을 알았을 때,   에서 이 세가지 중 어느 

것에 해당하는지 알려면   의 좌우에서 함수의 증가와 감소를 알아보면 

됩니다. 이는   의 좌우에서 도함수의 부호가 무엇인지에 의하여 

결정되는데, 다음과 같은 세 가지 경우가 있습니다. 

  도함수의 부호가 양에서 음으로 바뀐다.

  도함수의 부호가 음에서 양으로 바뀐다.

  도함수의 부호가 바뀌지 않는다.  

만일   의 좌우에서 도함수 ′의 부호가 양에서 음으로 바뀌면 함수 

  는   의 왼쪽 구간에서 증가하고   의 오른쪽 구간에서 

감소하므로   에서 극댓값을 가지게 됩니다. 

또,   의 좌우에서 도함수 ′의 부호가 음에서 양으로 바뀌면 함수 

  는   의 왼쪽 구간에서 감소하고   의 오른쪽 구간에서 

증가하므로   에서 극솟값을 가지게 됩니다. 

하지만 미분가능한 함수   에서 ′  이지만   의 좌우에서 

도함수의 부호가 바뀌지 않으면   에서 극댓값이나 극솟값을 갖지 

않습니다. 이는 ′  은   에서 극값을 갖기 위한 필요조건이지만 

충분조건은 아님을 의미합니다.

마지막으로 함수의 최댓값과 최솟값을 살펴보고 개념이 탄탄한 상태에서 

문제를 풀어보도록 하겠습니다. 사실 함수의 극대 · 극소, 그리고 최대 · 

최소라는 개념 자체는 함수의 연속성이나 미분가능성과는 아무런 관련이 

없습니다. 이러한 개념이 연속성이나 미분가능성과 연관되었을 때 고등학교 

수준에서 꼭̇ 알아야 할 것은 

○ 닫힌 구간에서 정의된 연속함수는 최댓값과 최솟값을 가진다  

○ 열린 구간 위에서 미분가능하고 그 도함수가 양이면 

 함수는 그 구간에서 증가한다

○ 함수가   에서 극댓값 또는 극솟값을 가지고 미분가능하면 

 ′  이다

○ 닫힌 구간    에서 연속이고  에서 미분가능한 함수의 최댓값과   

   최솟값은 구간의 양 끝점이나 미분계수가 인 점의 함숫값을 비교하여    

   가장 큰 값과 가장 작은 값을 택하면 된다 

는 것입니다. 그리고 이러한 목적에 부합되게 앞서 극대와 극소를 정의하기를 

「   를 포함하는 어떤 열린 구간에서 함수 의 값이 

    이상(이하)이면 함수 는   에서 

  극대(극소)가 된다고 하며, 를 극댓값(극솟값)이라고 한다 」

와 같이 표준적인 방법 = 대학 미적분학이나 해석학과 같은 과목에서 극대와 

극소를 정의하는 일반적인 방법으로 정의하였습니다. 

이때 최댓값은 항상 극댓값이므로 극댓값들 중에서 가장 큰 값이 최댓값이고, 

마찬가지로 극솟값들 중에서 가장 작은 값이 최솟값이 됩니다. 닫힌 구간 

   에서 정의된 연속함수   는 항상 최댓값과 최솟값을 가지는데, 

이 함수가 열린 구간  에서 미분가능하면 극댓값이나 극솟값이 될 수 

있는 것은 방정식 ′  의 근의 함숫값 또는 정의역의 양 끝점의 

함숫값입니다. 따라서 방정식 ′  의 근과 양 끝점의 함숫값들을 

비교하여 최댓값과 최솟값을 구할 수 있습니다. 

이러한 사실들을 바탕으로, 다시 원래 문제로 돌아옵시다. 

함수 가 미분가능하다는 것은 아무 언급이 없으면 모든 실수에서 미분 

가능함을 의미합니다. 그리고 ′  의 서로 다른 실근 의 개수 의 

최솟값을 구하라고 하는군요. 일반적으로̇ ̇ ̇ ̇ ̇  미분가능한 함수가 극값을 갖는다면 

그 지점에서 미분계수가 이 되는 것은 참이지만 그 역은 성립하지 않습니다. 

따라서 이 최소가 되려면 미분계수가 인 지점에서는 항상 극값을 가져야만 

합니다.

그리고 최댓값과 최솟값이 여러 개 있는 상황은 곧, 극댓값과 극솟값들이 여러 

개 있음을 의미합니다. 왜냐하면 닫힌 구간    에서 연속이고  에서 

미분가능한 함수의 최댓값과 최솟값은 구간의 양 끝점이나 미분계수가 인 

점의 함숫값을 비교하여 가장 큰 값과 가장 작은 값을 택하는 것이니까요. 
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따라서, 극댓값들 간에 최댓값으로 함숫값이 같아야 하고, 극솟값들 간에 

최솟값으로 함숫값이 같아야 합니다.   

한편 문제의 조건에 의하면, 최댓값과 최솟값이 모든 구간에서 카운팅 되는 

것이 아니라 해당 닫힌 구간       ⋯       에서 개의 

최솟값과   개의 최댓값을 가져야 한다는 부분에 주목해봅시다. 최댓값과 

최솟값을 따질 때, 해당 구간 내에서 발생하는 것들은 미분계수가 항상 

이어야 했지만, 해당 구간의 양 끝에서 발생하는 것들은 굳이 미분계수가 

이 아니어도 상관없습니다. 그러니 닫힌 구간    에서 해당 조건을 

만족하면서 ′  의 서로 다른 실수 의 개수가 최소가 되도록 하는 

개형은 다음과 같습니다. 

최댓값들과 최솟값들을 구하기 위해선 그 후보들로서 해당 구간 양 끝값인 

     와 두 개의 최댓값    에서와 하나의 최솟값 

  에서의 함숫값들을 비교하여야 하는데, 두 개의 최댓값이 연이어 나올 

수는 없기에 최솟값보다 최댓값이 하나 더 많이 발생하려면 

‘최댓값 → 최솟값 → 최댓값’ 

순으로만이 가능합니다. 게다가, 해당 구간에서 처음 최댓값과 마지막 

최댓값이 발생하는    이 극댓값으로서 최댓값일수도 있고, 극댓값은 

아니면서 구간 경계에 걸쳐서 최댓값일 수도 있는데, 이 최소가 되는데 

기여하려면 구간 경계에 걸쳐서 최댓값이 되어야 하기 때문입니다. 그 다음 

닫힌 구간인    도 관찰해보면 

이러한 개형을 생각할 수 있습니다. 닫힌 구간    에서 개의 최댓값과 

개의 최솟값을 따져야 하는데 닫힌 구간    에서     에서 

최댓값이 닫힌 구간    에서는     로서 최솟값이 되어 

    가 되었습니다. 즉, 구간이 겹치다보니 어떤 구간에서 

최댓값이었던 것이 어떤 구간에서 최솟값이 되기도 하는 것이죠. 이때 닫힌 

구간    에서 최솟값이 먼저 발생하지만 최댓값이 최솟값들보다 하나 더 

많아야 하므로 이를 해결하기 위해 불가피하게 ‘최솟값이 아닌 극솟값’을 

생각해야 합니다. 즉  와  부분에서 문제가 발생합니다. 

그러면 

‘최솟값 → 최댓값 → 최솟값 → 최댓값 → 최소 아닌 극솟값 → 최댓값’ 

이거나

‘최솟값 → 최댓값 → 최소 아닌 극솟값 → 최댓값 → 최솟값 → 최댓값’

순으로 발생하면 됩니다. 하지만 어느 경우든지 상관없이 ′  이 되는 

서로 다른 의 개수인 의 최소성에는 영향을 미치지 않습니다!

이제 계산과 사고의 편의를 위해 약간의 조작을 가미해보도록 하겠습니다. 

아까 닫힌 구간    에서    으로 넘어갈 때 경계   에서는 

극댓값이 아닌 최댓값으로서 ′≠이어야 한다는 사실에는 변함이 

없으나, 만약 ′  이면 어떻게 될지 생각해봅시다. 그러면 전체적으로 

  에서 극댓값이 되거나 변곡점이 되는 경우 밖에 없습니다.

이렇게   에서 극댓값이 되도록 연결하면 닫힌 구간    에서 

′  인 서로 다른 는 총 개로 앞서 다룬 상황에서와 동일하게 

나옵니다. 최솟값이 아니면서 극솟값인 지점도 고려하지 않아도 되구요.

하지만   에서 변곡점이 되도록 연결하면 닫힌 구간    에서만 해도 

′  인 서로 다른 는 총 개나 발생하게 됩니다. 그러니 이런 경우는 

배제하고, 가급적 구간 경계     ⋯  에서 극댓값이자 최댓값으로 

연결한   에서의 개형을 생각하면 간단하게 극값들을 셀 수 있습니다. 

고로, 이 최소가 되는 의 개형 중의 하나로    에서는 최댓값 

이지만 극댓값은 아니고,     ⋯  에서는 극댓값이자 최댓값인 

 모양의 그래프에서는, 가 극솟값이자 동시에 최솟값인 지점 

군데와, 그 보다 하나 작게끔 극댓값인 지점 군데를 가지므로 

      가 비로소 우리가 애타게 원했던 답이 됩니다!
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