
포물선01
1. 포물선의 뜻

⑴   평면 위에 한 점 F와 점 F를 지나지 않는 한 직선 M이 있을 때, 점 F에 이르는 거리

와 직선 M에 이르는 거리가 같은 점들의 집합을 포물선이라 한다.

⑵   점 F를 포물선의 초점, 직선 M을 포물선의 준선이라 한다. 또 포물선의 초점을 지나

고 준선에 수직인 직선을 포물선의 축, 포물선과 축이 만나는 점을 포물선의 꼭짓점

이라 한다.

M

F

준선
초점

축

꼭짓점

2. 포물선의 방정식

⑴ 초점이 x축 위에 있는 포물선의 방정식

 초점이 F(p, 0), 준선이 x=-p인 포물선의 방정식은 yÛ`=4px (단, p+0)

⑵ 초점이 y축 위에 있는 포물선의 방정식

 초점이 F(0, p), 준선이 y=-p인 포물선의 방정식은 xÛ`=4py (단, p+0)

설명     0이 아닌 실수 p에 대하여 점 F(p, 0)을 초점으로 하고 직선 x=-p를 준선으로 하는 포물선의 방정식을 구해 보자.

    그림과 같이 포물선 위의 점 P(x, y)에서 준선에 내린 수선의 발을 H라 하면 점 H의 

좌표는 (-p, y)이다.

    포물선의 정의에 의하여 PFÓ=PHÓ이므로   

  "Ã(x-p)Û`+yÛ`=]x+p]  

이고, 이 식의 양변을 제곱하여 정리하면  

  yÛ`=4px
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01   포물선

4. 포물선과 직선의 위치 관계

포물선과 직선의 방정식을 각각 yÛ`=4px, y=Nx+O`(N+0)이라 할 때, y=Nx+O을 yÛ`=4px에 대입하여 

정리하면

  NÛ`xÛ`+2(NO-2p)x+OÛ`=0  yy ㉠

포물선 yÛ`=4px와 직선 y=Nx+O의 교점의 개수는 x에 대한 이차방정식 ㉠의 서

로 다른 실근의 개수와 같으므로 방정식 ㉠의 판별식을 %라 하면 포물선과 직선의 위

치 관계는 다음과 같다.

⑴ %>0 HjK 서로 다른 두 점에서 만난다.
⑵ %=0 HjK 한 점에서 만난다. (접한다.)
⑶ %�0 HjK 만나지 않는다.

O

y

x

yÛ =4px

y=Nx+O

%�0

%>0
%=0

3. 포물선의 평행이동

⑴ 포물선 yÛ`=4px를 x축의 방향으로 N만큼, y축의 방향으로 O만큼 평행이동한 포물선의 방정식은 

   (y-O)Û`=4p(x-N)

 이다. 이때 두 포물선 yÛ`=4px, (y-O)Û`=4p(x-N)의 초점, 준선, 꼭짓점은 다음과 같다.

⑵ 포물선 xÛ`=4py를 x축의 방향으로 N만큼, y축의 방향으로 O만큼 평행이동한 포물선의 방정식은 

   (x-N)Û`=4p(y-O)

 이다. 이때 두 포물선 xÛ`=4py, (x-N)Û`=4p(y-O)의 초점, 준선, 꼭짓점은 다음과 같다.

방정식 xÛ`=4py (x-N)Û`=4p(y-O)

초점 (0, p) (N, p+O)

준선 y=-p y=-p+O

꼭짓점 (0, 0) (N, O) O

y

O

xN

xÛ =4py
(x-N)Û =4p(y-O)

방정식 yÛ`=4px (y-O)Û`=4p(x-N)

초점 (p, 0) (p+N, O)

준선 x=-p x=-p+N

꼭짓점 (0, 0) (N, O)

O

y

O

xN

yÛ =4px

(y-O)Û =4p(x-N)
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01   포물선

5. 포물선의 접선

⑴ 기울기가 주어진 포물선의 접선의 방정식

 포물선 yÛ`=4px에 접하고 기울기가 N인 직선의 방정식은 y=Nx+
p
N  (단, N+0)

 설명  포물선 yÛ`=4px에 접하고 기울기가 N인 직선의 방정식을 구해 보자.

     포물선 yÛ`=4px에 접하고 기울기가 N (N+0)인 직선의 방정식을 y=Nx+O이라 하고, 이를 포물선의 방정식 

yÛ`=4px에 대입하여 얻은 x에 대한 이차방정식  

  NÛ`xÛ`+2(NO-2p)x+OÛ`=0  

의 판별식을 %라 하면

     %
4 =(NO-2p)Û`-NÛ`OÛ`=4p(p-NO)=0

   이다. 이때 p+0이므로 p-NO=0, 즉 O=
p
N

   따라서 구하는 접선의 방정식은 y=Nx+
p
N이다.

⑵ 포물선 위의 점에서의 접선의 방정식

 포물선 yÛ`=4px 위의 점 (x�, y�)에서의 접선의 방정식은 y�y=2p(x+x�)

 설명  포물선 yÛ`=4px 위의 점 P(x�, y�)에서의 접선의 방정식을 구해 보자.

   x�+0일 때 접선의 기울기를 N`(N+0)이라 하면 직선의 방정식은 

     y-y�=N(x-x�) yy ㉠

   또 포물선 yÛ`=4px에 접하고 기울기가 N인 직선의 방정식은 

     y=Nx+
p
N   yy ㉡

   ㉠과 ㉡은 같은 직선이므로 -Nx�+y�=
p
N

   양변에 N을 곱해 얻은 N에 대한 이차방정식 x�NÛ`-y�N+p=0에서 N=
y�Ñ"Ã(-y�)Û`-4px�

2x�

   이때 y�Û`=4px�, 즉 x�= y�Û`
4p이므로 N= y�

2x� =
2p
y� `(y�+0)

   이것을 ㉠에 대입하면 y=
2p
y� x-

2p
y� x�+y�이고, y�Û`=4px�이므로 정리하면

     y�y=2p(x+x�)

     x�=0일 때 y�=0이므로 이 식에 대입하면 접선의 방정식은 x=0이고, 그림과 같이 

포물선 yÛ`=4px 위의 점 (0, 0)에서의 접선이 y축 (x=0)이므로 x�=0일 때에도 이 

식은 성립한다.

O

y

x

yÛ =4px

P(x� y�)

O

y

x

x=0
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타원02
1. 타원의 뜻

⑴ 평면 위의 서로 다른 두 점 F, F'으로부터의 거리의 합이 일정한 점들의 집합을 타원이라 한다.

⑵   두 점 F, F'을 타원의 초점이라 한다. 두 초점을 잇는 직선이 타원과 만나는 점을 

각각 A, A'이라 하고, 선분 FF'의 수직이등분선이 타원과 만나는 점을 각각 B, 

B'이라 할 때, 네 점 A, A', B, B'을 타원의 꼭짓점이라 하고, 선분 AA'을 타

원의 장축, 선분 BB'을 타원의 단축이라 하며, 장축과 단축이 만나는 점을 타원

의 중심이라 한다.

A� F� F A

B

B�

중심

꼭짓점

장축

초점

꼭짓점 단축

2. 타원의 방정식

⑴   두 초점 F(D, 0), F'(-D, 0)으로부터의 거리의 합이 2B`(B>D>0)인 타원의 

방정식은 

   xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1 (단, CÛ`=BÛ`-D Û`, C>0)

 ① 장축의 길이� 2B, 단축의 길이� 2C

 ② 초점의 좌표� F("ÃBÛ`-CÛ`�, 0), F'(-"ÃBÛ`-CÛ`�, 0)

 ③ 꼭짓점의 좌표� (B, 0), (-B, 0), (0, C), (0, -C)

 ④ 중심의 좌표� (0, 0)

⑵   두 초점 F(0, D), F'(0, -D)로부터의 거리의 합이 2C`(C>D>0)인 타원의   

방정식은 

   
xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1 (단, BÛ`=C Û`-DÛ`, B>0)

 ① 장축의 길이� 2C, 단축의 길이� 2B

 ② 초점의 좌표� F(0, "ÃCÛ`-BÛ`�), F'(0, -"ÃCÛ`-BÛ`�)

 ③ 꼭짓점의 좌표� (B, 0), (-B, 0), (0, C), (0, -C)

 ④ 중심의 좌표� (0, 0)

설명  두 초점 F(D, 0), F'(-D, 0)으로부터의 거리의 합이 2B (B>D>0)인 타원의 방정식을 구해 보자.

  타원 위의 임의의 점을 P(x, y)라 하면

    PFÓ="Ã(x-D)Û`+yÛ`, �PF' Ó="Ã(x+D)Û`+yÛ`

  이고, PFÓ+PF'Ó=2B이므로 

    "Ã(x-D)Û`+yÛ`+"Ã(x+D)Û`+yÛ`=2B

    "Ã(x-D)Û`+yÛ`=2B-"Ã(x+D) Û`+yÛ`

  양변을 제곱하여 정리하면 Dx+BÛ`=B"Ã(x+D)Û`+yÛ`

  다시 양변을 제곱하여 정리하면 (BÛ`-DÛ`)xÛ`+BÛ`yÛ`=BÛ`(B Û`-DÛ`)

  B>D>0이므로 BÛ`-DÛ`=C Û`이라 하면 C Û`xÛ`+B Û`yÛ`=BÛ`CÛ`

  이 식의 양변을 BÛ`CÛ`으로 나누면 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1

-B
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02   타원

3. 타원의 평행이동

타원 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1`(B>C>0)을 x축의 방향으로 N만큼, y축의 방향으로 O만큼 평행이동한 타원의 방정식은 

  
(x-N)Û`

BÛ`
+

(y-O)Û`
CÛ`

=1

이다. 이때 두 타원 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1, 
(x-N)Û`

BÛ`
+

(y-O)Û`
CÛ`

=1의 초점, 꼭짓점, 중심의 좌표는 다음과 같다.

참고  ⑴   타원 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1`(C>B>0)을 x축의 방향으로 N만큼, y축의 방향으로 O만큼 평행이동한 타원   

(x-N)Û`
BÛ`

+
(y-O)Û`

CÛ`
=1의 초점, 꼭짓점, 중심의 좌표도 평행이동을 이용하여 구할 수 있다.

  ⑵   타원을 평행이동하여도 그 모양과 크기는 변하지 않으므로 장축의 길이, 단축의 길이는 변하지 않는다. 즉, 타원 

(x-N)Û`
BÛ`

+
(y-O)Û`

CÛ`
=1`(B>C>0)의 장축의 길이는 2B, 단축의 길이는 2C이고, 타원   

(x-N)Û`
BÛ`

+
(y-O)Û`

CÛ`
=1`(C>B>0)의 장축의 길이는 2C, 단축의 길이는 2B이다.

방정식 xÛ`
BÛ`

+ yÛ`
CÛ`

=1 
(x-N)Û`

BÛ`
+

(y-O)Û`
CÛ`

=1

초점 ("ÃBÛ`-CÛ`�0)�(-"ÃBÛ`-CÛ`�0) ("ÃBÛ`-CÛ`+N�O)�(-"ÃBÛ`-CÛ`+N�O)

꼭짓점
(B, 0), (-B, 0), 
(0, C), (0, -C)

(B+N, O), (-B+N, O), 
(N, C+O), (N, -C+O)

중심 (0, 0) (N, O)

O

y

O

N x

;;;;;;;;;;;;�;;;�;;;;;;;;;;;;�;;;��(x-N)Û (y-O)Û
BÛ CÛ

;�;;;�;�;;;��xÛ yÛ
BÛ CÛ

4. 타원과 직선의 위치 관계

타원과 직선의 방정식을 각각 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1, y=Nx+O이라 할 때, y=Nx+O을 xÛ`
BÛ`

+ yÛ`
CÛ`

=1에 대입하여 정리

하면

  (BÛ`NÛ`+CÛ`)xÛ`+2BÛ`NOx+BÛ`(OÛ`-CÛ`)=0  yy ㉠

타원 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1과 직선 y=Nx+O의 교점의 개수는 x에 대한 이차방정식 ㉠의 서로 

다른 실근의 개수와 같으므로 방정식 ㉠의 판별식을 %라 하면 타원과 직선의 위치 관

계는 다음과 같다.

⑴ %>0 HjK 서로 다른 두 점에서 만난다.
⑵ %=0 HjK 한 점에서 만난다. (접한다.)
⑶ %�0 HjK 만나지 않는다.

O

y

x

%�0

%>0
%=0

y=Nx+O

�������xÛ
BÛ

yÛ
CÛ
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02   타원

5. 타원의 접선

⑴ 기울기가 주어진 타원의 접선의 방정식

 타원 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1에 접하고 기울기가 N인 직선의 방정식은 `y=NxÑ"ÃBÛ`NÛ`+CÛ`

 설명  타원 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1에 접하고 기울기가 N인 직선의 방정식을 구해 보자.

   구하는 접선의 방정식을 y=Nx+O이라 하고, 타원의 방정식 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1에 대입하여 정리하면

     (BÛ`NÛ`+CÛ`)xÛ`+2BÛ`NOx+BÛ`(OÛ`-CÛ`)=0  yy`㉠

   x에 대한 이차방정식 ㉠의 판별식을 %라 하면

     %=4BÛ`CÛ`(BÛ`NÛ`+CÛ`-OÛ`)=0

   이다. 이때 B+0, C+0이므로 

   BÛ`NÛ`+CÛ`-OÛ`=0, 즉 OÛ`=BÛ`NÛ`+CÛ`에서 O=Ñ"ÃBÛ`NÛ`+CÛ`

   따라서 구하는 접선의 방정식은 y=NxÑ"ÃBÛ`NÛ`+CÛ`

⑵ 타원 위의 점에서의 접선의 방정식

 타원 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1 위의 점 (x�, y�)에서의 접선의 방정식은 ` x�x
BÛ`

+
y�y
CÛ`

=1

 설명  타원 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1 위의 점 P(x�, y�)에서의 접선의 방정식을 구해 보자.

   y�+0일 때 접선의 기울기를 N이라 하면 직선의 방정식은 

     y-y�=N(x-x�) yy ㉠

   또 기울기가 N인 타원 xÛ`
BÛ`

+
yÛ`
CÛ`

=1의 접선의 방정식은 

     y=NxÑ"ÃBÛ`NÛ`+CÛ` yy ㉡

   ㉡의 2개의 직선 중 하나가 ㉠과 같은 직선이므로 y절편의 제곱이 같다.

   즉, (-Nx�+y�)Û`=BÛ`NÛ`+CÛ`

   (BÛ`-x�Û`)NÛ`+2x�y�N+CÛ`-y�Û`=0  yy ㉢

   x�Û`
BÛ`

+
y�Û`
CÛ`

=1에서 BÛ`-x�Û`= BÛ`y�Û`
CÛ`
, CÛ`-y�Û`= CÛ`x�Û`

BÛ`
이므로 이를 ㉢에 대입하여 정리하면

     [;A ;�y�N+;@!;�x�]
2

=0, 즉 N=- CÛ`x�
BÛ`y�

   이를 ㉠에 대입하여 정리하면 y=- CÛ`x�
BÛ`y�

x+ CÛ`x�Û`
BÛ`y�

+y�이고, x�Û`
BÛ`

+
y�Û`
CÛ`

=1이므로 

     x�x
BÛ`

+
y�y
CÛ`

=1 

     한편, y�=0일 때 x�=B, x�=-B이므로 이 식에 대입하면 접선의 방정식은 각각 

x=B, x=-B이고, 그림과 같이 타원 위의 두 점 (B, 0), (-B, 0)에서의 접선이 

각각 직선 x=B, x=-B이므로 y�=0일 때에도 이 식은 성립한다.

O

y

x

�������xÛ
BÛ

yÛ
CÛ

B

C

-B

-C

O

y

x

�������xÛ
BÛ

yÛ
CÛ

B

C

-B

-C

P(x� y�)

O

y

xB

C

-B

-C

x=-B x=B

�������xÛ
BÛ

yÛ
CÛ
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쌍곡선03
1. 쌍곡선의 뜻

⑴   평면 위의 서로 다른 두 점 F, F'으로부터의 거리의 차가 일정한 점들의 집합

을 쌍곡선이라 한다.

⑵   두 점 F, F'을 쌍곡선의 초점이라 한다. 두 초점을 잇는 직선이 쌍곡선과 만나

는 점을 각각 A, A'이라 할 때, 두 점 A, A'을 쌍곡선의 꼭짓점, 선분 AA'

을 쌍곡선의 주축이라 하고, 주축의 중점을 쌍곡선의 중심이라 한다.

초점 초점F� F
AA�

중심

주축

꼭짓점 꼭짓점

2. 쌍곡선의 방정식

⑴ 두 초점 F(D, 0), F'(-D, 0)으로부터의 거리의 차가 2B인 쌍곡선의 방정식은 

   xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=1 (단, D>B>0, CÛ`=DÛ`-BÛ`)

 ① 초점의 좌표� F("ÃBÛ`+CÛ`, 0), F'(-"ÃBÛ`+CÛ`, 0)

 ② 꼭짓점의 좌표� (B, 0), (-B, 0)

 ③ 주축의 길이� 2B

 ④ 중심의 좌표� (0, 0)

⑵ 두 초점 F(0, D), F'(0, -D)로부터의 거리의 차가 2C인 쌍곡선의 방정식은 

   xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=-1 (단, D>C>0, BÛ`=DÛ`-CÛ`)

 ① 초점의 좌표� F(0, "ÃBÛ`+CÛ`), F�(0, -"ÃBÛ`+CÛ`�)

 ② 꼭짓점의 좌표� (0, C), (0, -C)

 ③ 주축의 길이� 2C

 ④ 중심의 좌표� (0, 0)

  설명  두 점 F(D, 0), F'(-D, 0)으로부터의 거리의 차가 2B`(D>B>0)인 쌍곡선의 방정식을 구해 보자.

  쌍곡선 위의 임의의 점을 P(x, y)라 하면

    PFÓ="Ã(x-D)Û`+yÛ`, PF' Ó="Ã(x+D) Û`+yÛ`

  쌍곡선의 정의에 의하여 ]PF' Ó-PFÓ]=2B이므로 

    ]"Ã(x+D)Û`+yÛ`-"Ã(x-D)Û`+yÛ`]=2B

    "Ã(x+D)Û`+yÛ`-"Ã(x-D)Û`+yÛ`=Ñ2B

    "Ã(x+D)Û`+yÛ`="Ã(x-D)Û`+yÛ`Ñ2B

  이 식의 양변을 제곱하여 정리하면 Dx-BÛ`=ÑB"Ã(x-D)Û`+yÛ`

  다시 양변을 제곱하여 정리하면 (DÛ`-BÛ`)xÛ`-BÛ`yÛ`=BÛ`(DÛ`-B Û`)

  D>B>0이므로 DÛ`-BÛ`=C Û`이라 하면 C Û`xÛ`-B Û`yÛ`=BÛ`CÛ`

  이 식의 양변을 BÛ`CÛ`으로 나누면 xÛ`
BÛ`

-
yÛ`
CÛ`

=1

O

y

xB

-B

D-D
FF�

P(x y)

�������xÛ
BÛ

yÛ
CÛ

O

y

x

D

-D

F

F�

P(x y)

��������xÛ
BÛ

yÛ
CÛ

C

-C

O

y

x

P(x y)

F�(-D 0) F(D 0)
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03   쌍곡선

5. 쌍곡선과 직선의 위치 관계

쌍곡선과 직선의 방정식을 각각 xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=1, y=Nx+O이라 할 때, y=Nx+O을 xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=1에 대입하여 정

리하면

  (BÛ`NÛ`-CÛ`)xÛ`+2BÛ`NOx+BÛ`(OÛ`+CÛ`)=0  yy ㉠

따라서 BÛ`NÛ`-CÛ`+0일 때, x에 대한 이차방정식 ㉠의 판별식을 %라 하면 쌍곡선과 

직선의 위치 관계는 다음과 같다.

⑴ %>0 HjK 서로 다른 두 점에서 만난다.
⑵ %=0 HjK 한 점에서 만난다. (접한다.)
⑶ %�0 HjK 만나지 않는다.

O

y

x

y=Nx+O �������xÛ
BÛ

yÛ
CÛ

%>0 %�0 %=0

4. 쌍곡선의 평행이동

쌍곡선 xÛ`
BÛ`

-
yÛ`
CÛ`

=1을 x축의 방향으로 N만큼, y축의 방향으로 O만큼 평행이동한 쌍곡선의 방정식은 

  
(x-N)Û`

BÛ`
-

(y-O)Û`
CÛ`

=1

이다. 이때 두 쌍곡선 xÛ`
BÛ`

-
yÛ`
CÛ`

=1, 
(x-N)Û`

BÛ`
-

(y-O)Û`
CÛ`

=1의 초점, 꼭짓점, 중심의 좌표와 점근선의 방정식

은 다음과 같다.

참고  ⑴   쌍곡선 xÛ`
BÛ`

-
yÛ`
CÛ`

=-1을 x축의 방향으로 N만큼, y축의 방향으로 O만큼 평행이동한 쌍곡선   

(x-N)Û`
BÛ`

-
(y-O)Û`

CÛ`
=-1의 초점, 꼭짓점, 중심의 좌표와 점근선의 방정식도 평행이동을 이용하여 구할 수 있다.

  ⑵   쌍곡선을 평행이동하여도 그 모양과 크기는 변하지 않으므로 주축의 길이는 변하지 않는다. 즉, 쌍곡선   

(x-N)Û`
BÛ`

-
(y-O)Û`

CÛ`
=1의 주축의 길이는 2B이다.

방정식 xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=1 
(x-N)Û`

BÛ`
-

(y-O)Û`
CÛ`

=1

초점 ("ÃBÛ`+CÛ`, 0), (-"ÃBÛ`+CÛ`, 0) ("ÃBÛ`+CÛ`+N�O)�(-"ÃBÛ`+CÛ`+N�O)

꼭짓점 (B, 0), (-B, 0) (B+N, O), (-B+N, O)

중심 (0, 0) (N, O)

점근선 y=;@!; x, y=-;@!; x y-O=;@!;(x-N), y-O=-;@!;(x-N)

;;;;;;;;;;;;�;;;�;;;;;;;;;;;;�;;;��(x-N)Û (y-O)Û
BÛ CÛ

O

y

O

N x

;�;;;�;�;;;��xÛ yÛ
BÛ CÛ

3. 쌍곡선의 점근선

곡선 위의 점이 한없이 가까워지는 직선을 점근선이라 한다.

⑴ 쌍곡선 xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=1의 점근선의 방정식은 y=;@!;�x, y=-;@!;�x

⑵ 쌍곡선 xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=-1의 점근선의 방정식은 y=;@!;�x, y=-;@!;�x O

y

xB-B

C

-C

�������xÛ
BÛ

yÛ
CÛ

y=���xC
By=-���xC

B
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03   쌍곡선

6. 쌍곡선의 접선

⑴ 기울기가 주어진 쌍곡선의 접선의 방정식

 ① 쌍곡선 xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=1에 접하고 기울기가 N인 직선의 방정식은 

    y=NxÑ"ÃBÛ`NÛ`-CÛ` (단, BÛ`NÛ`-CÛ`>0)

 ② 쌍곡선 xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=-1에 접하고 기울기가 N인 직선의 방정식은 

    y=NxÑ"ÃCÛ`-BÛ`NÛ` (단, CÛ`-BÛ`NÛ`>0)

 설명  쌍곡선 xÛ`
BÛ`

-
yÛ`
CÛ`

=1에 접하고 기울기가 N인 직선의 방정식을 구해 보자.

   구하는 접선의 방정식을 y=Nx+O이라 하고, 쌍곡선의 방정식 xÛ`
BÛ`

-
yÛ`
CÛ`

=1에 대입하여 정리하면

     (BÛ`NÛ`-CÛ`)xÛ`+2BÛ`NOx+BÛ`(OÛ`+CÛ`)=0  yy`㉠

   x에 대한 이차방정식 ㉠의 판별식을 %라 하면

     %=4BÛ`CÛ`(-BÛ`NÛ`+OÛ`+CÛ`)=0

   이때 B+0, C+0이므로 OÛ`=BÛ`NÛ`-CÛ`에서 BÛ`NÛ`-CÛ`>0이면 O=Ñ"ÃBÛ`NÛ`-CÛ`�

   따라서 구하는 접선의 방정식은 y=NxÑ"ÃBÛ`NÛ`-CÛ`

⑵ 쌍곡선 위의 점에서의 접선의 방정식

 ① 쌍곡선 xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=1 위의 점 (x�, y�)에서의 접선의 방정식은 x�x
BÛ`

- y�y
CÛ`

=1

 ② 쌍곡선 xÛ`
BÛ`

- yÛ`
CÛ`

=-1 위의 점 (x�, y�)에서의 접선의 방정식은 x�x
BÛ`

- y�y
CÛ`

=-1

 설명  쌍곡선 xÛ`
BÛ`

-
yÛ`
CÛ`

=1 위의 점 P(x�, y�)에서의 접선의 방정식을 구해 보자.

   y�+0일 때 접선의 기울기를 N`(N+0)이라 하면 직선의 방정식은 

     y-y�=N(x-x�)   yy ㉠

   또 쌍곡선 xÛ`
BÛ`

-
yÛ`
CÛ`

=1에 접하고 기울기가 N인 직선의 방정식은 

     y=NxÑ"ÃBÛ`NÛ`-CÛ`   yy ㉡

   ㉡의 2개의 직선 중 하나가 ㉠과 같은 직선이므로 y절편의 제곱이 같다.

   즉, (-Nx�+y�)Û`=BÛ`NÛ`-CÛ`에서 (x�Û`-BÛ`)N Û`-2x�y�N+(y�Û`+CÛ`)=0   yy ㉢

   
x�Û`
BÛ`

-
y�Û`
CÛ`

=1에서 x�Û`-BÛ`=
BÛ`y�Û`
CÛ`
, y�Û`+CÛ`=

CÛ`x�Û`
BÛ`
이므로 이를 ㉢에 대입하여 정리하면

     [;A ;�y�N-;@!;x�]
2

=0, 즉 N=
CÛ`x�
BÛ`y�

     이를 ㉠에 대입하고 
x�Û`
BÛ`

-
y�Û`
CÛ`

=1임을 이용하여 이 직선의 방정식을 정리하면

     
x�x
BÛ`

-
y�y
CÛ`

=1

     한편, y�=0일 때 x�=B, x�=-B이므로 이 식에 대입하면 접선의 방정식은 각각 

x=B, x=-B이고, 그림과 같이 쌍곡선 위의 두 점 (B, 0), (-B, 0)에서의 접선

이 각각 직선 x=B, x=-B이므로 y�=0일 때에도 이 식은 성립한다.

�������xÛ
BÛ

yÛ
CÛ

O

y

xB-B

O

y

xB-B

x=-B x=B

�������xÛ
BÛ

yÛ
CÛ
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벡터의 연산04

2. 서로 같은 벡터

두 벡터 ABv, $%v의 크기와 방향이 모두 같을 때, 두 벡터는 서로 같다고 하고 기호로

  ABv=$%v

와 같이 나타낸다.

특히, ABv, $%v를 한 문자로 각각 B°, C°로 나타내면

  B °=C°

이다.

참고  ABv=$%v이면 두 벡터 ABv, $%v는 평행이동에 의하여 겹쳐질 수 있다.

예  그림과 같은 평행사변형 AB$%에서

    A%v=B$v

  이다.

B°
C°

A
$

B
%

A B

% $

1. 벡터의 정의

크기와 방향을 모두 가지는 양을 벡터라 하고, 특히 평면 위의 벡터를 평면벡터라 

한다.

방향이 점 A에서 점 B를 향하고, 크기가 선분 AB의 길이인 벡터를 벡터 AB라 하고, 

기호로

  ABv

와 같이 나타낸다. 이때 점 A를 벡터 ABv의 시점, 점 B를 벡터 ABv의 종점이라 한다. 또 벡터 ABv의 크기를 기

호로 

  ]ABv]

와 같이 나타낸다.

한편, 벡터를 한 문자로 나타낼 때에는 B°, C°, D°, y와 같이 나타내고 벡터의 크기는 ]B°], ]C°], ]D°], y와 같이 나

타낸다.

참고    속도, 가속도, 물체에 작용하는 힘 등은 크기와 방향을 함께 표시해야 바르게 나타낼 수 있는 양으로 이는 벡터를 이용

하여 나타낼 수 있다.

예    그림과 같이 ABÓ=4, B$Ó=3인 직사각형 AB$%에서 

  벡터 A$v는 시점이 A, 종점이 $인 벡터이고 벡터 A$v의 크기는 

    ]A$v]=�

  이다.

ABv
B (종점)

A (시점)

A B
�

�

% $
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04   벡터의 연산

4. 벡터의 뺄셈

두 벡터 B °, C°에 대하여 벡터 B°와 벡터 -C°의 합 B°+(-C°)를 벡터 B°에서 벡터 C°를 뺀 

차라 하고 기호로

  B °-C°

와 같이 나타낸다. 즉, B °-C°=B°+(-C°)이다.

B°

C°
B°�C° -C°

3. 벡터의 덧셈

⑴ 벡터의 덧셈

   벡터 B°의 종점과 벡터 C °의 시점을 일치시켰을 때, 시점을 벡터 B°의 시점으로 하고 

종점을 벡터 C°의 종점으로 하는 벡터를 두 벡터 B°, C°의 합이라 하고 이것을 기호로

   B°+C°

 와 같이 나타낸다.

 즉, B°=ABv, C°=B$v일 때,

   ABv+B$v=A$v

⑵ 영벡터와 벡터 -B°의 뜻

 ①   크기가 0이고 방향을 고려하지 않는 것을 영벡터라 하고 기호로 0°과 같이 나타낸

다.

 ②   벡터 B°와 크기가 같고 방향이 반대인 벡터를 기호로 -B°와 같이 나타낸다.  

즉, B °=ABv일 때, -B°=BAv이다.

 참고  벡터 AAv, BBv 등은 영벡터이다.

⑶ 벡터의 덧셈에 대한 성질

 임의의 세 벡터 B°, C°, D°와 영벡터 0°에 대하여

 ① B°+C°=C°+B° (교환법칙)

 ② (B°+C°)+D°=B°+(C °+D°) (결합법칙)

 ③ B°+0°=0°+B°=B°

 ④ B°+(-B°)=(-B°)+B°=0°

B°

C°

B°�C°

B°

C°

A B

$

B°

C°
B°�C°

B°
-B°

A

B

A

B
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04   벡터의 연산

5. 벡터의 실수배

⑴ 벡터의 실수배

 실수 k와 벡터 B°의 곱 kB°를 벡터 B°의 실수배라 하고 다음과 같이 정의한다.

 ① B° +0°일 때,  

B°

B° -B°

-B°
2B° -2B°

B°

  Ú k>0이면 kB°는 B °와 같은 방향이고 크기는 k]B°]인 벡터

	 	 Û k�0이면 kB°는 B °와 반대 방향이고 크기는 ]k]]B°]인 벡터

	 	 Ü k=0이면 kB°=0°

 ② B°=0°일 때, kB°=0°

⑵ 벡터의 실수배의 성질

 두 벡터 B°, C°와 두 실수 k, M에 대하여

 ① k(MB °)=(kM)B° (결합법칙)

 ② (k+M)B °=kB°+MB° (분배법칙)

 ③ k(B°+C °)=kB°+kC° (분배법칙)

⑶ 벡터의 실수배와 단위벡터

 ① 단위벡터의 뜻

  크기가 1인 벡터를 단위벡터라 한다.

 ② 벡터의 실수배와 단위벡터

  영벡터가 아닌 벡터 B°에 대하여 벡터 B°와 방향이 같은 단위벡터는 B°
]B°]
이다.

⑷ 벡터의 실수배와 평행

 ① 벡터의 평행의 뜻 

B° C°

    영벡터가 아닌 두 벡터 B°, C°가 방향이 같거나 반대일 때, 두 벡터 B°, C°는 평행하다고   

하고 기호로

    B°∥C°

  와 같이 나타낸다.

 ② 벡터의 실수배와 평행

  영벡터가 아닌 두 벡터 B°, C°와 0이 아닌 실수 k에 대하여

    B°∥C° HjK C°=kB°

참고  서로 다른 세 점 A, B, $와 0이 아닌 실수 k에 대하여

  A, B, $가 한 직선 위에 있다. HjK ABv=kA$v

참고  영벡터가 아닌 두 벡터 B°, C°가 평행하지 않을 때, 

    kB°+MC°=NB°+OC° HjK k=N, M=O (단, k, M, N, O은 실수이다.)
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04   벡터의 연산

6. 위치벡터

⑴ 위치벡터

 평면에서 정해진 점 O를 시점으로 하는 벡터 OAv를 점 O에 대한 점 A의 위치벡터라 한다.

 설명    평면에서 벡터의 시점을 한 점 O로 고정시킬 때, 임의의 벡터 B °에 대하여 B°=OAv인 점 A가 유일하게 정해진다. 

역으로 임의의 점 A에 대하여 OAv=B °인 벡터 B°가 오직 하나로 결정된다.

⑵ 위치벡터와 덧셈, 뺄셈

 평면 위의 두 점 A, B의 위치벡터를 각각 B°=OAv, C°=OBv라 하자.

 ① 덧셈

  선분 AB를 대각선으로 하는 평행사변형 OA$B에서 

B°

C° C°
B°�C°

O A

$B

�C°
B°�C°

B� %

    B°+C°=OAv+OBv=OAv+A$v=O$v

 ② 뺄셈

  -C°=OB'v일 때, 선분 AB'을 대각선으로 하는 평행사변형 OB'%A에서

    B°-C°=OAv-OBv=OAv+OB'v=O%v

⑶ 위치벡터의 활용

 ① 평면 위의 벡터의 위치벡터로의 표현 

B°

C°

O A

B

  평면 위의 두 점 A, B의 위치벡터를 OAv=B°, OBv=C°라 하면

    ABv=OBv-OAv=C°-B°

  설명 OAv+ABv=OBv이므로 ABv=OBv-OAv이다.

 ② 내분점과 외분점

    평면 위의 두 점 A, B의 위치벡터를 각각 OAv=B°, OBv=C°라 하고, 선분 AB를 N`�`O (N>0, O>0)으

로 내분하는 점 P의 위치벡터를 OPv=p°, 선분 AB를 N`�`O (N>0, O>0, N+O)으로 외분하는 점 Q의 

위치벡터를 OQv=R°라 하면

  Ú p°= NC °+OB °
N+O

  Û R°= NC°-OB °
N-O

 ③ 무게중심

    평면 위의 한 직선 위에 있지 않은 세 점 A, B, $의 위치벡터를 각각 OAv=B°, OBv=C°, O$v=D°라 하고, 

삼각형 AB$의 무게중심 (의 위치벡터를 O(v=H°라 하면

    H°= B°�C °�D°
3
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04   벡터의 연산

7. 평면벡터의 성분

⑴ 평면벡터의 성분

   좌표평면에서 원점 O를 시점으로 하고 점 A(B�, Bm)를 종점으로 하는 위치벡터 

B °=OAv를

   B°=(B�, Bm)

 와 같이 나타낸다.

   이때 두 실수 B�, Bm를 벡터 B°의 성분이라 하고, B�, Bm를 각각 벡터 B°의 x성분, y성

분이라고 한다.

 설명    좌표평면 위의 두 점 &�(1, 0), &m(0, 1)의 위치벡터를 각각 O&�v=F�°, O&mv=Fm°라 하면 점 A(B�, Bm)에 대하여

     OAv=B�F�°+BmFm°

   와 같이 나타낼 수 있다. 이때 B°=OAv를

     B°=(B�, Bm)

   와 같이 나타낸다.

⑵ 평면벡터의 성분과 연산

 두 평면벡터 B °=(B�, Bm), C°=(C�, Cm)에 대하여

 ① 크기�]B°]="ÃB�Û`+BmÛ`

 ② 두 벡터가 서로 같을 조건� B°=C° HjK B�=C�이고 Bm=Cm

 ③ 덧셈� B°�C°=(B�+C�, Bm+Cm)

 ④ 뺄셈� B°-C°�(B�-C�, Bm-Cm)

 ⑤ 실수배� kB°=(kB�, kBm) (단, k는 실수이다.)

 설명  좌표평면에서 원점을 O, 두 점을 A(B�, Bm), B(C�, Cm)라 하자.

   ①   벡터 B°의 크기는 선분 OA의 길이이므로  

  ]B°]=OAÓ="ÃB�Û`+BmÛ`

   ②   B°=C °이면 종점이 같으므로 B�=C�, Bm=Cm이다.  

역도 성립한다.

   ③ B°+C °  =(B�F�°+BmFm °)+(C�F�°+CmFm °)  

=(B�+C�)F�°+(Bm+Cm)Fm°  

=(B�+C�, Bm+Cm)

   ④ B°-C °  =(B�F�°+BmFm °)-(C�F�°+CmFm °)  

=(B�-C�)F�°+(Bm-Cm)Fm°  

=(B�-C�, Bm-Cm)

   ⑤ kB°=k(B�F�°+BmFm°)=kB�F�°+kBmFm°=(kB�, kBm)

B°

�Cª
B°�C°

B°�C°

Cª

CÁ
-CÁ

Bª

BÁ

C°

O

A

B
Bª�Cª

BÁ�CÁ
BÁ�CÁ

Bª�Cª

y

x

B°

B°
A	BÁ Bª


BÁ

Bª

x

y

O
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벡터의 내적, 직선과 원의 방정식05
1. 벡터의 내적

⑴ 두 벡터가 이루는 각의 크기

   영벡터가 아닌 두 평면벡터 B°, C °에 대하여 임의의 한 점 O를 시점으로 하여 B°=OAv, 

C°=OBv가 되도록 두 점 A, B를 정할 때, 

   ∠AOB=h`(0±ÉhÉ180±)

 를 두 벡터 B°, C °가 이루는 각의 크기라 한다.

⑵ 벡터의 내적

 영벡터가 아닌 두 벡터 B°, C°가 이루는 각의 크기가 h일 때, 

   <
]B°]]C°]`DPs`h (0±ÉhÉ�0±)
-]B°]]C°]`DPs`(180±-h) (�0±�hÉ180±)

 를 두 벡터 B°와 C °의 내적이라 하고, 이것을 기호로 B°•C°와 같이 나타낸다.

   참고  ①   <수학 *�>에서 공부한 삼각함수를 이용하면 위의 내적을 다음과 같이 간단히 나

타낼 수 있다.

      B°•C°=]B°]]C°]DPs`h

    이때 B°와 C°의 내적은 ]B°]와 ]C°]DPs`h 또는 ]B°]DPs`h와 ]C°]의 곱이다.

   ② B°=0° 또는 C °=0°일 때에는 B°•C °=0으로 정한다.

⑶ 벡터의 성분과 내적

   두 평면벡터 B °=(B�, Bm), C°=(C�, Cm)에 대하여  

  B °•C°=B�C�+BmCm

 설명    좌표평면에서 영벡터가 아닌 두 평면벡터 B°=(B�, Bm), C °=(C�, Cm)가 이루는 각의

A	BÁ Bª


B	CÁ Cª


B°

C°

x

y

O

Hh

 

크기를 h`(0±�h��0±)라 하고 A(B�, Bm), B(C�, Cm)라 하자.

   점 B에서 직선 OA에 내린 수선의 발을 H라 하면 직각삼각형 BHA에서

     ABÓ�Û`=(OBÓ`sin`h)Û`+]OAÓ-OBÓ`DPs`h]Û`

   이를 정리하면 ABÓ�Û`=OAÓ�Û`+OBÓ�Û`-2_OAÓ_OBÓ`DPs`h

   그러므로 (C�-B�)Û`+(Cm-Bm)Û`=(B�Û`+Bm Û`)+(C�Û`+Cm Û`)-2(B°•C °)

   이를 정리하면 B°•C°=B�C�+BmCm

   이 식은 h=0±, �0±ÉhÉ180±일 때에도 성립하고 B°=0°�또는 C°=0°일 때에도 성립한다.

 참고    <수학 *�>에서 공부한 삼각함수를 이용하면 B°•C°=B�C�+BmCm는 다음과 같이 설명할 수 있다. 

     좌표평면에서 세 점 O(0, 0), A(B�, Bm), B(C�, Cm)에 대하여 ∠AOB= h라 하면 삼각형 AOB에서 코사인법칙

에 의하여

       ABÓ�Û`=OAÓ�Û`+OBÓ�Û`-2_OAÓ_OBÓ DPs`h

     (C�-B�)Û`+(Cm-Bm)Û`=(B�Û`+Bm Û`)+(C�Û`+CmÛ`)-2_OAÓ_OBÓ`DPs`h

   그러므로 OAÓ_OBÓ`DPs`h=B�C�+BmCm

   즉, B°•C°=B�C�+BmCm

B°

]B°]DPs h

]C°]DPs h

C°

O

B

Ah

B°

B°

C°

C°

O

B

A
h
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05   벡터의 내적, 직선과 원의 방정식

3. 두 평면벡터가 이루는 각의 크기

⑴ 두 벡터가 이루는 각의 크기

 평면 위의 영벡터가 아닌 두 벡터 B °, C°가 이루는 각의 크기가 h`(0±ÉhÉ180±)일 때

   DPs`h= B°•C°
]B°]]C°]

⑵   벡터의 성분과 두 벡터가 이루는 각의 크기

 좌표평면 위의 영벡터가 아닌 두 벡터 B°=(B�, Bm), C°=(C�, Cm)가 이루는 각의 크기가 h`(0±ÉhÉ180±)일 때

   DPs`h= B�C�+B�C�

"ÃB�Û`+BmÛ`�"ÃC�Û`+CmÛ`

4. 두 평면벡터의 평행, 수직

⑴ 두 평면벡터의 평행, 수직

 평면 위의 영벡터가 아닌 두 벡터 B °, C°에 대하여

 ① B°⊥C° HjK B°•C°=0    ② B °∥C° HjK B°•C°=Ñ]B°]]C°]

⑵ 벡터의 성분과 두 벡터의 평행, 수직

 좌표평면에서 영벡터가 아닌 두 벡터 B °=(B�, Bm), C°=(C�, Cm)에 대하여

 ① B°⊥C° HjK B°•C°=B�C�+BmCm=0  ② B°∥C° HjK B°•C°=Ñ"ÃB�Û`+BmÛ`�"ÃC�Û`+CmÛ`

참고  두 벡터가 이루는 각의 크기가 �0±일 때, 두 벡터 B °, C°는 서로 수직이라 하고 기호로 B°⊥C°와 같이 나타낸다.

2. 벡터의 내적의 성질

⑴ 벡터의 내적의 성질

 세 평면벡터 B °, C°, D°와 실수 k에 대하여

 ① B°•C °=C°•B° (교환법칙)

 ② B°•(C °+D°)=B°•C°+B °•D° (분배법칙)

 ③ (kB°)•C°=B°•(kC°)=k(B°•C °)

⑵ 벡터의 크기와 내적

 ① B°•B °=]B°]Û`

 ② ]B°+C°]Û`=]B°]Û`+2B°•C °+]C°]Û`

 ③ ]B°-C°]Û`=]B°]Û`-2B°•C °+]C°]Û`

 ④ (B°+C°)•(B°-C °)=]B°]Û`-]C°]Û`

 설명  ① 두 벡터 B°와 B°가 이루는 각의 크기는 0±이므로 B°•B°=]B°]]B °]DPs`0±=]B°]Û`

   ② ]B°+C °]Û`  =(B°+C °)•(B°+C °)=B°•B°+B °•C°+C°•B °+C°•C°=]B °]Û`+2B°•C°+]C°]Û`

   ③ ]B°-C °]Û`  =(B°-C °)•(B°-C °)=B°•B°-B °•C°-C°•B °+C°•C°=]B °]Û`-2B°•C°+]C°]Û`

   ④ (B°+C °)•(B°-C °)=B°•B°�B°•C °+C°•B°-C°•C°=]B°]Û`-]C°]Û`
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05   벡터의 내적, 직선과 원의 방정식

5. 직선의 방정식

⑴ 방향벡터가 주어진 직선의 방정식

 점 A를 지나고 방향벡터가 E °인 직선 M 위의 점을 P라 하면 직선 M의 방정식은 다음과 같다.

 ① 두 점 A, P의 위치벡터를 각각 B °, p°라 하면 
P

A

O

y

x

y�

M

x�

E°

 p°=B°+UE° (U는 실수)

 ② 두 점 A, P의 좌표를 각각 (x�, y�), (x, y)라 하고 E°=(B, C)라 하면

 
x-x�

B =
y-y��

C  (단, BC+0)

 참고  두 점 A(x�, y�), B(xm, ym)를 지나는 직선의 방정식은

   
x-x�
xm-x� =

y-y�
ym-y�  (단, x�+xm, y�+ym)

 예  직선 x2 = y-1
3 의 방향벡터 중 하나는 E°=(2, 3)이다.

⑵ 법선벡터가 주어진 직선의 방정식

 점 A를 지나고 법선벡터가 O°인 직선 M 위의 점을 P라 하면 직선 M의 방정식은 다음과 같다.

 ①   두 점 A, P의 위치벡터를 각각 B °, p°라 하면 

   (p°-B°)•O°=0 

O°

P

A

O

y

x

M

y�

x�

 ② 두 점 A, P의 좌표를 각각 (x�, y�), (x, y)라 하고, O °=(B, C)라 하면

 B(x-x�)+C(y-y�)=0

 예  직선 2x+3y=4의 법선벡터 중 하나는 O°=(2, 3)이다.

⑶ 두 직선이 이루는 각의 크기

 두 직선 M�, Mm의 방향벡터를 각각 E��u=(B�, C�), E�mu=(Bm, Cm)라 할 때

 ① 두 직선 M�, Mm가 이루는 각의 크기를 h`(0±ÉhÉ�0±)라 하면

 DPs`h= ]E ��°•E �m °]

]E��u]]E�mu]
=

]B�Bm+C�Cm]

"ÃB�Û`+C�Û`�"ÃBmÛ`+CmÛ`

 ② 두 직선 M�, Mm가 서로 평행하면 0이 아닌 어떤 실수 k에 대하여

 E��u=k�E�mu�, 즉 (B�, C�)=k(Bm, Cm)

 참고  E��u=k�E�mu이면 두 직선 M�, Mm는 서로 평행하다.

 ③ 두 직선 M�, Mm가 서로 수직이면

 E��u•E�mu=0, 즉 B�Bm+C�Cm=0

 참고  E��u•E�mu=0이면 두 직선 M�, Mm는 서로 수직이다.
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6. 원의 방정식

평면 위의 점 A를 중심으로 하고 반지름의 길이가 S인 원 C 위의 한 점을 P라 하면 원 C의 방정식은 다음과 

같다.

⑴ 두 점 A, P의 점 O에 대한 위치벡터를 각각 B°=OAv, p °=OPv라 하면

   ]p°-B°]=S, 즉 (p°-B°)•(p°-B°)=S Û`

⑵ 두 점 A, P의 좌표를 각각 (x�, y�), (x, y)라 하면 

   (x-x�, y-y�)•(x-x�, y-y�)=SÛ`

설명  점 A를 중심으로 하고 반지름의 길이가 S인 원 위의 한 점을 P라 하면 

P
A

O

B¯

S

C

p̄

    ]APv]=S yy ㉠

  이때 두 점 A, P의 위치벡터를 각각 B°, p°라 하면

    APv=p°-B°

� � 이므로 ㉠은

    ]p°-B°]=S

  이때 양변을 제곱하면 

    ]p°-B°]Û`=SÛ`

    (p°-B°)•(p°-B°)=S Û`  yy ㉡

  또 두 점 A, P의 좌표를 각각 (x�, y�), (x, y)라 하면 

    p°-B°=(x-x�, y-y�)

  이므로 ㉡은 

    (x-x�, y-y�)•(x-x�, y-y�)=SÛ`

  즉, (x-x�)Û`+(y-y�)Û`=SÛ` 

P(x y)A(x� y�)

O

y

x

B¯ p̄

C

예    점 A(1, 2)와 점 P의 위치벡터를 각각 B °, p°라 하자. 

  ⑴ ]p°-B°]=1을 만족시키는 점 P가 나타내는 도형은 중심이 A(1, 2)이고 반지름의 길이가 1인 원이다. 

  ⑵ (p°-B°)•(p°-B°)=4를 만족시키는 점 P가 나타내는 도형은 중심이 A(1, 2)이고 반지름의 길이가 2인 원이다.

참고  두 점 A, B에 대하여 선분 AB를 지름으로 하는 원 C 위의 한 점을 P라 하면 원 C의 방정식은 다음과 같다.

  ⑴   세 점 A, B, P의 위치벡터를 각각 B°, C°, p°라 하면 APv•BPv=0이므로   

  (p°-B°)•(p°-C°)=0

  ⑵   세 점 A, B, P의 좌표를 각각 (x�, y�), (xm, ym), (x, y)라 하면   

  (x-x�, y-y�)•(x-xm, y-ym)=0

P

A B

C
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공간도형06
1. 공간에서 직선과 평면의 위치 관계

⑴ 평면의 결정 조건

 ① 한 직선 위에 있지 않은 서로 다른 세 점  ② 한 직선과 그 위에 있지 않은 한 점

 ③ 한 점에서 만나는 두 직선   ④ 평행한 두 직선

⑵ 서로 다른 두 직선의 위치 관계

 ① 한 점에서 만난다. ② 평행하다. ③ 꼬인 위치에 있다.

⑶ 직선과 평면의 위치 관계

 ① 포함된다. ② 한 점에서 만난다. ③ 평행하다.

⑷ 서로 다른 두 평면의 위치 관계

 ① 만난다.  ② 평행하다.

참고    ① 서로 다른 두 평면이 만나서 생기는 도형은 직선이고 이 직선을 두 평면의 교선이라 한다.

  ② 서로 다른 두 평면 a, b가 만나지 않을 때, 두 평면은 서로 평행하다고 하고 기호로 a∥b와 같이 나타낸다.

2. 공간에서 두 직선이 이루는 각

두 직선 M, N이 꼬인 위치에 있을 때, 직선 N 위에 한 점 O를 잡고, 점 O를 지나고 직

선 M에 평행한 직선 M'을 그으면 두 직선 M', N은 점 O에서 만나므로 한 평면을 결정한

다. 이때 두 직선 M', N이 이루는 각을 두 직선 M, N이 이루는 각이라 한다.

참고    ①   일반적으로 두 직선이 이루는 각은 크기가 크지 않은 것을 택한다. 그림과 같이 두 직선 

M, N이 이루는 각의 크기는 h`(0±�hÉ�0±)와 p-h 중에서 h를 택한다. 그런데 두 직선 

M, N의 교점 O, 직선 M 위의 점 A, 직선 N 위의 점 B에 대하여 둔각삼각형 AOB에 코

사인법칙을 적용해서 두 직선 M, N이 이루는 각의 크기 h를 구할 경우  

DPs(p-h)=-DPs`h를 이용한다.

  ②   두 직선이 이루는 각이 직각일 때 두 직선 M, N은 서로 수직이라 하고, 기호로 M⊥N과 같이 나타낸다.

M

N
M�

0

A

O B
N h

p�h
M

3. 공간에서 직선과 평면의 평행

⑴ 두 직선 M, N이 서로 평행할 때, 직선 M을 포함하고 직선 N을 포함하지 않는 모든 평면은 직선 N과 평행하다.

⑵ 두 평면 a, b가 서로 평행할 때, 평면 a 위에 있는 모든 직선은 평면 b와 평행하다.

⑴

M

N

=

>

⑵

M

N

=

>
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06   공간도형

4. 공간에서 직선과 평면의 수직 관계

공간에서 직선 M과 평면 a 위의 모든 직선이 수직일 때, 직선 M은 평면 a와 수직이라 하

고, 기호로 M⊥a와 같이 나타낸다. 이때 직선 M을 평면 a의 수선, 직선 M과 평면 a가 만

나는 점 O를 수선의 발이라 한다.

참고  직선 M이 평면 a 위의 평행하지 않은 서로 다른 두 직선과 각각 수직이면 M⊥a이다.

M

=

0

5. 삼수선의 정리

평면 a 위에 있지 않은 한 점 P, 평면 a 위의 한 점 O, 평면 a에 포함되고 점 O를 지나지 않는 한 직선 M, 직선 M 

위의 한 점 H에 대하여 다음과 같은 세 가지 성질이 성립한다. 이를 삼수선의 정리라 한다.

⑴ POÓ⊥a, OHÓ⊥M이면 PHÓ⊥M

⑵ POÓ⊥a, PHÓ⊥M이면 OHÓ⊥M

⑶ PHÓ⊥M, OHÓ⊥M, POÓ⊥OHÓ이면 POÓ⊥a

설명  ⑴   POÓ⊥a이므로 직선 PO는 평면 a 위의 모든 직선과 수직이다.  

이때 직선 M은 평면 a에 포함되므로 POÓ⊥M이다.  

또한 OHÓ⊥M이므로 직선 M은 직선 PO와 직선 OH를 포함하는 평면 PHO와 수직이다.  

이때 직선 PH는 평면 PHO에 포함되고, 직선 M은 평면 PHO 위에 있는 모든 직선과 수직이므로 PHÓ⊥M이다.

  ⑵   POÓ⊥a이므로 직선 PO는 평면 a 위의 모든 직선과 수직이다.  

이때 직선 M은 평면 a에 포함되므로 POÓ⊥M이다.  

또한 PHÓ⊥M이므로 직선 M은 직선 PO와 직선 PH를 포함하는 평면 PHO와 수직이다.  

이때 직선 OH는 평면 PHO에 포함되고, 직선 M은 평면 PHO 위에 있는 모든 직선과 수직이므로 OHÓ⊥M이다.

  ⑶   PHÓ⊥M, OHÓ⊥M이므로 직선 M은 직선 PH와 직선 OH를 포함하는 평면 PHO와 수직이다.  

이때 직선 PO는 평면 PHO에 포함되고, 직선 M은 평면 PHO 위에 있는 모든 직선과 수직이므로 POÓ⊥M이다.  

또한 POÓ⊥OHÓ이므로 직선 PO는 직선 OH와 직선 M을 포함하는 평면 a와 수직이다.  

즉, POÓ⊥a이다.

예    그림과 같은 직육면체 AB$%-&F(H의 한 꼭짓점 A에서 선분 FH에 내린 수선의 발

을 *라 하자.

    A&Ó⊥&FÓ, A&Ó⊥&HÓ이므로 A&Ó⊥(평면 &F(H)이고 A*Ó⊥FHÓ이므로 삼수선의 정리 

⑵에 의하여 &*Ó⊥FHÓ이다.

⑴

M
)

0

1

=

⑵

M
)

0

1
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⑶

M
)

0
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=
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06   공간도형

6. 이면각

⑴ 반평면

 평면 위의 한 직선은 그 평면을 두 부분으로 나누는데, 그 각각을 반평면이라 한다.

⑵ 이면각

   직선 M을 공유하는 두 개의 반평면 a, b로 이루어진 도형을 이면각이라 한다.

 이때 직선 M을 이면각의 변, 두 반평면 a, b를 각각 이면각의 면이라 한다.

⑶   이면각의 크기

   이면각의 변 M 위의 한 점 O를 지나고 직선 M에 수직인 두 반직선 OA, OB를 각각 

반평면 a, b 위에 그을 때, ∠AOB의 크기는 점 O의 위치에 관계없이 일정하다. 이 

일정한 각의 크기 h를 이면각의 크기라 한다.

⑷ 두 평면이 이루는 각

   서로 다른 두 평면이 만나서 생기는 이면각 중에서 크기가 크지 않은 한 이면각의 크기를 두 평면이 이루는 각

의 크기라 한다.

참고  ① 두 평면 a, b에서 이면각의 크기가 �0±일 때, 두 평면 a, b는 서로 수직이라 하고, 기호로 a⊥b와 같이 나타낸다.

  ②   직선 M이 평면 a에 수직일 때, 직선 M을 포함하는 평면 b는 평면 a와 수직임을 보이자. 

그림과 같이 두 평면 a, b의 교선을 N이라 하고, 직선 M과 평면 a의 교점을 O라 하자. 

평면 a 위에 점 O를 지나고 직선 N과 수직인 직선 O을 그으면 M⊥a이므로 M⊥O이다. 

이때 M⊥N, O⊥N이므로 두 평면 a, b가 이루는 각의 크기는 두 직선 M, O이 이루

는 각의 크기이다.  

따라서 a⊥b이다.

예1   그림과 같은 정육면체 AB$%-&F(H에서

  ①   ABÓ⊥A%Ó, AFÓ⊥A%Ó이고 ∠FAB=4�±이므로 두 평면 AB$%, AF(%가 이루는 예각

의 크기는 4�±이다.

  ②   &AÓ⊥&HÓ, &FÓ⊥&HÓ이고 ∠F&A=�0±이므로 두 평면 A&H%, &F(H가 이루는 각의 

크기는 �0±이다.  

즉, (평면 A&H%)⊥(평면 &F(H)이다.

예2   그림과 같이 모든 모서리의 길이가 같은 정삼각기둥 AB$-%&F에서

    ABÓ⊥A%Ó, A$Ó⊥A%Ó이고 ∠BA$=60±이므로 두 평면 A%&B, A%F$가 이루는 예각의 크

기는 60±이다.
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예   첫째=
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06   공간도형

7. 정사영

⑴ 정사영

   한 점 P에서 평면 a에 내린 수선의 발 P'을 점 P의 평면 a 위로의 정

사영이라 한다. 또한 도형 '에 속하는 각 점의 평면 a 위로의 정사영 

전체로 이루어진 도형 ''을 도형 '의 평면 a 위로의 정사영이라 한다.

⑵ 직선과 평면이 이루는 각

   직선 M과 평면 a가 한 점에서 만나고 수직이 아닐 때, 직선 M의 평면 a 위로의 정사

영 M'과 직선 M이 이루는 각을 직선 M과 평면 a가 이루는 각이라 한다. 즉, 직선 M이 

평면 a와 점 O에서 만나고 수직이 아닐 때 직선 M 위의 O가 아닌 한 점 A에서 평

면 a에 내린 수선의 발을 H라 하면 직각삼각형 AOH에서 ∠AOH의 크기가 직선 

M과 평면 a가 이루는 각의 크기이다.
 참고  직선 M과 평면 a가 서로 평행할 때, 직선 M과 평면 a가 이루는 각의 크기는 0±이다.

⑶ 정사영의 길이

   선분 AB의 평면 a 위로의 정사영을 선분 A'B'이라 하고, 직선 AB와 평면 a가 이루는 각의 크기를

 h (0±	Éh	É�0±)라 하면

   A'B'Ó=ABÓ DPs`h
 설명  0±�h��0±일 때, 선분 AB의 평면 a 위로의 정사영을 선분 A'B'이라 하면

   AA' Ó⊥�a, BB'Ó⊥a이므로 AA'Ó∥�BB'Ó이다.

     점 A에서 직선 BB'에 내린 수선의 발을 $라 하면 사각형 AA'B'$는 직사각형이므로

   A'B' Ó=A$Ó, A'B'Ó∥A$Ó이다.

   따라서 ∠BA$=h이고 직각삼각형 BA$에서 A$Ó=ABÓ DPs`h이므로

     A'B' Ó=ABÓ DPs`h

	 	 	 가 성립한다.

   한편, h=0± 또는 h=�0±일 때에도

     A'B' Ó=ABÓ DPs`h

	 	 	 가 성립한다.

⑷ 정사영의 넓이

   평면 a 위의 도형 '의 평면 b 위로의 정사영을 ''이라 하고, 두 도형 ', ''의 넓이

를 각각 4, 4'이라 할 때, 두 평면 a, b가 이루는 각의 크기가 h (0±	Éh	É�0±)이면

   4'=4 DPs`h

 참고    등식 4'=4`DPs`h`(0±Éh��0±)는 4= 4'
DPsAh  또는 DPs`h=

4'
4

�으로 변형하여 사용

할 수 있다.
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공간좌표07
1. 공간좌표

⑴ 좌표공간

   그림과 같이 공간의 한 점 O에서 서로 직교하는 세 수직선을 그어 각각 x축, y

축, [축이라 하고, 점 O를 원점이라 한다. 이때 x축, y축, [축을 통틀어 좌표축

이라 하고, 좌표축으로 정해진 공간을 좌표공간이라 한다. 또 x축과 y축을 포함

하는 평면을 xy평면, y축과 [축을 포함하는 평면을 y[평면, [축과 x축을 포함

하는 평면을 [x평면이라 하고, 이 세 평면을 통틀어 좌표평면이라 한다.

⑵ 공간좌표

   그림과 같이 좌표공간의 한 점 P에 대하여 점 P를 지나면서 x축, y축, [축과 수직

인 평면이 각각 x축, y축, [축과 만나는 점을 각각 A, B, $라 하자. 이때 세 점 A, 

B, $의 x축, y축, [축 위에서의 좌표를 각각 B, C, D라 하면 점 P와 세 실수 B, C, 

D의 순서쌍 (B, C, D)는 일대일로 대응된다.

   이와 같이 좌표공간의 점 P에 대응하는 세 실수 B, C, D의 순서쌍 (B, C, D)를 점 P

의 공간좌표라 하고, 기호로 P(B, C, D)와 같이 나타낸다. 이때 B, C, D를 각각 점 

P의 x좌표, y좌표, [좌표라 한다.

⑶ 좌표공간의 점 P(B, C, D)의 수선의 발의 좌표

 ①   점 P(B, C, D)에서 x축, y축, [축에 내린 수선의 발의 좌표는 각각  

  (B, 0, 0), (0, C, 0), (0, 0, D)

 ②   점 P(B, C, D)에서 xy평면, y[평면, [x평면에 내린 수선의 발의 좌표는 각각  

  (B, C, 0), (0, C, D), (B, 0, D)

 예  점 P(3, 2, 1)에서 x축에 내린 수선의 발의 좌표는 (3, 0, 0), y[평면에 내린 수선의 발의 좌표는 (0, 2, 1)이다.

⑷ 좌표공간의 점 P(B, C, D)를 대칭이동시킨 점의 좌표

 ①   점 P(B, C, D)를 x축, y축, [축에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는 각각  

  (B, -C, -D), (-B, C, -D), (-B, -C, D)

 ②   점 P(B, C, D)를 xy평면, y[평면, [x평면에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는 각각  

  (B, C, -D), (-B, C, D), (B, -C, D)

 ③   점 P(B, C, D)를 원점에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는  

  (-B, -C, -D)

 예    점 P(3, 2, 1)을 x축에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는 (3, -2, -1), y[평면에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌

표는 (-3, 2, 1), 원점에 대하여 대칭이동시킨 점의 좌표는 (-3, -2, -1)이다.
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07   공간좌표

2. 좌표공간의 두 점 사이의 거리

⑴ 좌표공간의 두 점 A(x�, y�, [�), B(xm, ym, [m) 사이의 거리는

   ABÓ="Ã(xm-x�)Û`+(ym-y�)Û`+([m-[�)Û`

⑵ 좌표공간의 원점 O와 점 A(x�, y�, [�) 사이의 거리는

   OAÓ="Ãx�Û`+y�Û`+[�Û`

설명    좌표공간의 두 점 A(x�, y�, [�), B(xm, ym, [m)에 대하여 직선 AB가 세 좌표평

면에 평행하지 않는 경우, 그림과 같이 두 점 A, B를 꼭짓점으로 하고 세 좌표평

면에 평행한 6개의 평면으로 이루어진 직육면체를 생각하면 선분 AB는 직육면체

의 대각선이다.

  이때 직육면체의 세 모서리의 길이가

    ]xm-x�], ]ym-y�], ][m-[�]

  이므로 두 점 A, B 사이의 거리는 다음과 같다.

    ABÓ="Ã(xm-x�)Û`+(ym-y�)Û`+([m-[�)Û`

  또한 직선 AB가 세 좌표평면 중 어느 한 평면에 평행한 경우에도 위의 식은 성립한다.

참고  ① 두 점 A, B가 xy평면 위에 있을 때에는 두 점 A, B의 [좌표가 모두 0이므로

      ABÓ="Ã(xm-x�)Û`+(ym-y�)Û`

    즉, 좌표평면 위의 두 점 사이의 거리에 대한 공식과 일치함을 알 수 있다.

  ② 두 점 A, B가 x축 위에 있을 때에는 두 점 A, B의 y좌표와 [좌표가 모두 0이므로

      ABÓ="Ã(xm-x�)Û`=]xm-x�]

    즉, 수직선 위의 두 점 사이의 거리에 대한 공식과 일치함을 알 수 있다.

예   ① 두 점 A(3, 2, 1), B(1, 1, -1) 사이의 거리는

      ABÓ="Ã(1-3)Û`+(1-2)Û`+(-1-1)Û`=3

  ② 원점 O와 점 A(3, 2, 1) 사이의 거리는

      OAÓ="Ã3Û`+2Û`+1Û`=�u14
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07   공간좌표

3. 선분의 내분점과 외분점

⑴  좌표공간에서 선분의 내분점과 외분점 

  좌표공간의 두 점 A(x�, y�, [�), B(xm, ym, [m)에 대하여

 ① 선분 AB를 N � O`(N>0, O>0)으로 내분하는 점의 좌표는

   [Nxm+Ox�
N+O , 

Nym+Oy�
N+O , 

N[m+O[�
N+O ]

 ② 선분 AB를 N � O`(N>0, O>0, N+O)으로 외분하는 점의 좌표는

   [Nxm-Ox�
N-O , 

Nym-Oy�
N-O , 

N[m-O[�
N-O ]

 ③ 선분 AB의 중점의 좌표는

   [ x�+xm
2 , 

y�+ym
2 , 

[�+[m
2 ]

 설명    좌표공간의 두 점 A(x�, y�, [�), B(xm, ym, [m)에 대하여 선분 AB를   

N`�`O`(N>0, O>0)으로 내분하는 점을 P(x, y, [)라 하자.   

세 점 A, B, P의 xy평면 위로의 정사영을 각각 A', B', P'이라 하면

     A'(x�, y�, 0), B'(xm, ym, 0), P'(x, y, 0)이고  

A'P'Ó � P'B' Ó=APÓ`� PBÓ=N`� O이다.

   따라서 선분 A'B'의 내분점의 좌표를 xy평면 위에서 생각하면

   x= Nxm+Ox�
N+O , y= Nym+Oy�

N+O 이다. 마찬가지로 세 점 A, B, P의 

   y[평면(또는 [x평면) 위로의 정사영을 이용하여 점 P의 [좌표를 구하면

   [= N[m+O[�
N+O 이므로 점 P의 좌표는 [Nxm+Ox�

N+O , 
Nym+Oy�

N+O , 
N[m+O[�

N+O ]이다.

       또 두 점 A(x�, y�, [�), B(xm, ym, [m)를 이은 선분 AB를 N � O`(N>0, O>0, N+O)으로 외분하는 점의 좌

표도 같은 방법으로 구할 수 있다.

⑵ 좌표공간에서 삼각형의 무게중심

   좌표공간의 삼각형 AB$에 대하여 A(x�, y�, [�), B(xm, ym, [m), $(xf, yf, [f)일 때, 삼각형 AB$의 무게

중심의 좌표는

   [
x�+xm+xf

3 , 
y�+ym+yf

3 , 
[�+[m+[f

3 ]

 설명  변 B$의 중점을 .(xe, ye, [e)라 하면 xe=
xm+xf

2 , ye=
ym+yf

2 , [e=
[m+[f

2
     무게중심 (의 좌표를 (x, y, [)라 하면 점 (는 선분 A.을 2`�`1로 내분하는 점이므로

      x=
2xe+x�
2+1 =

x�+xm+xf
3 , y=

2ye+y�
2+1 =

y�+ym+yf
3 ,

      [=
2[e+[�
2+1 =

[�+[m+[f
3

   즉, ([ x�+xm+xf
3 , 

y�+ym+yf
3 , 

[�+[m+[f
3 ]이다.
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07   공간좌표

4. 구의 방정식

⑴ 구

  공간에서 한 정점으로부터 일정한 거리에 있는 점 전체의 집합을 구라 한다. 이때 정점을 구의 중심, 구의 중심

과 구 위의 한 점을 이은 선분을 구의 반지름이라 한다.

⑵ 구의 방정식

  좌표공간에서 중심이 점 $(B, C, D)이고 반지름의 길이가 S인 구의 방정식은 

Z

S

Y

[

0

$	B C D


1	Y Z [


 

  (x-B)Û`+(y-C)Û`+([-D)Û`=SÛ`  

특히 중심이 원점이고 반지름의 길이가 S인 구의 방정식은   

  xÛ`+yÛ`+[Û`=SÛ`

 예  ① 중심이 점 (3, 2, 1)이고 반지름의 길이가 �인 구의 방정식은

       (x-3)Û`+(y-2)Û`+([-1)Û`=�Û`

     즉, (x-3)Û`+(y-2)Û`+([-1)Û`=2�

   ② 중심이 원점이고 반지름의 길이가 4인 구의 방정식은 xÛ`+yÛ`+[Û`=16

⑶ 방정식 xÛ`+yÛ`+[Û`+"x+#y+C[+%=0이 나타내는 도형

 방정식 xÛ`+yÛ`+[Û`+"x+#y+C[+%=0을 변형하면

   [x+ "
2 ]

Û`+[y+ #
2 ]

Û`+[[+ C
2 ]

Û`= "Û`+#Û`+CÛ`-4%
4

 이므로 "Û`+# Û`+CÛ`-4%>0이면 이 방정식은 중심이 점 [- "
2 , -

#
2 , -

C
2 ]이고 반지름의 길이가 

 "Ã"Û`+#Û`+CÛ`-4%
2 인 구를 나타낸다.

 예  방정식 xÛ`+yÛ`+[Û`-6x+4y-4[+13=0은`

     (x-3) Û`+(y+2)Û`+([-2)Û`=2Û`

   이므로 이 방정식은 중심이 점 (3, -2, 2)이고 반지름의 길이가 2인 구를 나타낸다.

   또한 중심의 y좌표가 -2, [좌표가 2이므로 이 구는 [x평면과 xy평면에 동시에 접한다.

 참고  구   (x-B)Û`+(y-C)Û`+([-D)Û`=SÛ`이 좌표평면 또는 좌표축에 접할 조건은 다음과 같다.

   ① xy평면에 접하는 경우� S=]D]

   ② y[평면에 접하는 경우� S=]B]

   ③ [x평면에 접하는 경우� S=]C]

   ④ x축에 접하는 경우� S="ÃCÛ`+DÛ`

   ⑤ y축에 접하는 경우� S="ÃBÛ`+DÛ`

   ⑥ [축에 접하는 경우� S="ÃBÛ`+C Û`

(xy평면에 접하는 경우) (x축에 접하는 경우)
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