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집합 를 먼저 봅시다. 

        

가 의미하는 것은 중심이  이고 반지름이 


인 원과 그 내부 영역을 의미합니다. 

그런데 가 임의의 실수이므로, 원들의 자취로 생각할 수 있고, 결국 이러한 원들이 쓸고 

지나간 자취는     과       사이의 영역이 됩니다.

원         에 접하는 접선의 방정식을 찾기 위해,    

점  를 처음부터 원점으로 보고서 기울기가 인 직선의 방정식을 세워서 구해도 되고,

아니면 점  에 이르는 거리가 


이고 기울기가 인 직선의 방정식을 구해 봐도

       → 




    
→   ±       

이므로    ± 이 집합 가 의미하는 영역의 경계가 됨을 알 수 있습니다.

그런데 여기서 왜 하필 경계가 되는 직선의 기울기가 이냐고 질문하는 똑똑한 학생이 있

을 수 있습니다! 혹자에겐 누가 봐도 빼도 박도 못하게 기울기가 이어야 하는 것 같지만

요. 그러면 처음부터 직선의 방정식을 

     →        (단,  는 실수)    

라 두고서, 임의의 실수 에 대하여 점  에 이르는 거리가 같다고 식을 세워보면





O
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직선     위를 움직이는 원들의 중심에서 이르는 거리가

  
    

   

로서 값에 상관없이 항상 일정한 값을 가져야 합니다. 그러려면 분자 부분의 에 곱해진 

    부분이 이 되어야 하므로   이 되는 것이죠!

이때       ⋯ 를 대입해보면 경계는 마치 샌드위치처럼   에 평행하게 생

기면서   이라 하였을 때 

 ⊂  ⊂  ⊂  ⊂ ⋯ ⊂  ⊂ ⋯      

의 관계를 만족하게 됩니다. 

반면, 가 의미하는 영역은     의 윗 부분과 경계로서 값에 관계없이 항상 고

정되어 있으므로,  에 해당하는 값은 

∩ ∩  ∩  

에 해당하는 영역에 존재하는  좌표가 모두 정수̇ ̇인 점, 즉 격자점의 개수가 됩니다. 

이때     은 원점을 지나는 곡선으로서 비록   가 원점에서의 접선은 아니지

만   을 점근선으로 갖기 때문에 전체적인 개형을 고려해보면   이 의미하

는 영역인

        ≤   ∪      ≤         

중에서 

        ≤   

만 따져도 충분합니다. 

왜 그러한지, 곡선     과  이 의미하는 영역을 살펴보겠습니다.

O
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따라서, 

            ≤   ∪      ≤     

과 

      ≥   

가 나타내는 영역은, 두 직선     과      , 또 곡선     로 둘러싸

여 있음을 알 수 있습니다. 약간 그림을 왜곡해서 그려보면 다음과 같습니다. 

편의상 곡선과 직선들의 교점을 ABCD라 하고, 곡선     의 점근선도 함께 

나타내었습니다.

O
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그런데 여기서 구체적으로 교점 ABCD의 좌표를 찾을 생각을 할 필요가 없습니다! 사

실 우리가 풀 수 있는 방정식은 기껏해야 일, 이차 방정식이나 인수분해가 깔끔하게 맞아

떨어지는 방정식처럼 아~주아주아주아주아주 특별하고도 극히 일부인 경우에 불과합니다. 

그래서 이 타이밍에, 아까 의문을 품었었던 똑똑한 학생이 다시 물어볼 수 있습니다.

“어머, 그럼 교점도 못 구하는데 어떻게 이 문제를 풀 수 있죠? 

출제자가 정말 사악한 사람이군요!”

하지만 걱정할 필요는 없습니다. 출제자는 언제나 답이 있고, 해법도 누구나 떠올림직한 

문제를 내게 되어 있으니까요! 

지금의 난관을 헤쳐 나가기 위해서 우리는 근사̇ ̇의 개념을 이용할 수 있습니다.

사실 여러분 모두 초등학교 3학년쯤 되던 꼬꼬마 시절에, 원주율 의 근삿값을 구하기 위

해서 가로, 세로 모두 쯤 되는 정사각형에 간격으로 모눈을 그린 다음, 정사

각형에 내접하는 원을 그려서 온전하게 포함되는 짜리 정사각형과, 절반 이상 포함

된 정사각형, 절반 이하 포함된 정사각형을 헤아려서 근삿값 를 유추하였던 추억이 있

을 겁니다.  

지금과 유사한 상황을 포함하고 있는 기출 문제 중에서

 [ 2012년 11월 대수능 수리(나형) 30번 ]

제 3사분면에서 발생하는 교점들을 카운팅하기 위해서 썼던 아이디어를 꼽을 수 있습니다. 

지수함수든 로그함수든, 점근선 근처에서는 아주 빠르게 곡선이 직선에 다가갔던 상황을

요. 그리고 점점 가까워지는 곡선과 직선 사이의 간격에 비해서, 격자점들간의 거리는 충

분히 멀리 떨어져 있기 때문에 본래의 영역을 다듬어서 생각해도 무방합니다.

그래서 우리 문제에서도 곡선 BC  부분과 곡선 AD  부분 근처에 위치한 격자점들의 좌표

를 함께 나타내어 보면 다음과 같을 것입니다.
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곡선     에서       ⋯ 를 대입하다보면 곡선이 점  를 지나는 것

을 알 수 있는데, 마침 직선       위에 놓인 점이기도 합니다. 출제자가 그래서 

과 라는 숫자를 등장시킨거군요! 따라서 운좋게 교점 A의 좌표가  인 것을 알아

내었습니다. 

그리고 점근선에 해당하는   부근에서 보면 두 점 BC의 좌표는 에 아주 가

까운 값으로서 xx쯤 되는 값을 가질테니 근처의 격자점  과  을 

생각해줄 수 있습니다. 

그런데 직선     는 포함되는 경계이나, 직선     은 비포함되는 경계이므로 

문제에서 요구하는 조건을 모두 만족하는 격자점은 직선       상에 놓인 점들로서

    ⋯  

로 총        혹은      가 답이 됩니다.    
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