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평면 와 평면 는 각도를 이룬다. 
이 두 평면에 접하는 두 구의 중심은 평면 위에 있고 점 T를 지나는 직선에 접하므로
점 T와 구 의 중심을 지나는 직선은 구 의 중심을 지난다. (두 구가 점 T를 꼭지점으로 
하는 원뿔에 접하고 있다고 생각하시면 됩니다. 두 구의 중심의 위치가 평면 위로 한정되었
기 때문에 두 구의 좌표는 으로 고정되고 두 평면에 접하기 때문에 구의 중심의  좌표
는 한 변수로 나타낼 수 있습니다. 이 상태에서 구 의 크기가 주어지고 두 구가 한 직선에 
접하게 되면 비례관계에 의해서 의 크기가 확정되고 두 구의 중심의 좌표가 확정됩니다.)
평면과 두 구를 단면화하여 보면

두 구가 평면 와 만나는 점을 각각 A , B라고 하고 평면 와 평면 의 교선과 축과의 교
점을 X 라고 하면 구 의 반지름이  이므로 삼각비에 의해 AX  , TA 이다.
구 의 반지름을 이라 하면 XB  이다. 닮음의 성질에 의해

TA


TB

 에서 





 이므로  

 , XB 이다.

이때 H와 H는 타원의 두 초점이고 XH
XA , XH

XB 이므로
타원의 장축의 길이는 , 두 초점사이 거리는 이다. 따라서   이다.

내적 TP∙HP 에서 T에서 평면 에 내린 수선의 발을 H′이라 하면 XH ′ 

 이다.



TP∙HP TH ′H ′P ∙HPH ′P∙HP 이다. (TH ′과 HP 는 수직)

이때, H ′P∙HP H ′H
HP ∙HPH ′H∙

HP HP 이다.
H′H 은 변하지 않고 점 P 가 점 H에서 멀어질수록 HP 값이 커지고 H ′H 와의 각이 작아
지므로 점 P 가 점 H에서 가장 먼 곳에서 최대이다.

(점 P x y로 놓고 


 



 을 만족한다고 한 후 좌표를 통해 내적하면 가 양수일 때 

가 증가하면 내적값이 항상 증가합니다.)

따라서 TP∙HP 


 × 



 

 ,   이다.



(나) 조건에서 함수 가   대칭임을 알 수 있다. 
이때 는 함수 의 역함수이므로 와     대칭이고, 점  이     위에 
있으므로  역시   대칭임을 알 수 있다.
가 모든 자연수 에 대하여   대칭이므로   부터 대입하여 보면
는  ,   ,  ,  ⋯  대칭이다.
이때 (다) 조건에서 양의 실수 중 홀수를 제외한 모든 양의 실수에서만 이계도함수를 가진다
고 했으므로 홀수에서는 이계도함수를 가지지 않는다.
(가)에서 함수 는 주어진 구간에서 이계도함수를 가지므로   에서만 이계도함수를 가
지지 않을 수 있다.
따라서     ″    ″≠ 이다.
이때 는 미분 가능하므로  를 지난다.   이므로   일 때,   이다.
닫힌구간  에서 
      

 ′     

 ″     

이므로
  에서      ⋯⋯㉠
 ″  에서    ⋯⋯㉡ 이다.
이때, 는 역함수를 가지므로  ′≥ 이다.
닫힌구간  에서  ″  이므로  ′의 최솟값은  ′이다.
따라서  ′   ≥ ⋯⋯㉢이다.  

㉡에서   이므로 ㉠에 대입하여 정리하면   

  이다.

이를 ㉢에 대입하면 

 
 ≥ 이고 정리하면  ≥ 

 이다.






에서 가   대칭이므로 




는 이다.

또한  구간  에서 는 구간  에서의 를 평행 이동한 꼴이므로






 




이다.

따라서 




 




이고 




가 최소일 때 최소이다.






가 최소일 때,   에서의 기울기가 최소이고 따라서 가 최소이다.

(풀이가 너무 직관적이라고 생각하시면 아래와 같이 적분을 하셔도 좋습니다.
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 이다.   이므로 의 계수는 양수이고 

따라서 가 최소일 때 최솟값을 갖는다.) 
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